3

Syntaktische Analyse

3.1 Die Aufgabe der syntaktischen Analyse

Der Parser realisiert digyntaktische Analyseon Programmen. Als Eingabe erhélt er eine Folge von
Symbolen. Seine Aufgabe ist es, in dieser Folge von Symbdiersyntaktische Struktur des Pro-
gramms zu identifizieren. Die syntaktische Struktur gibtwie die verschiedenen syntaktischen Ein-
heiten des Programms ineinander geschachtelt sind. Siguiaé Einheiten in imperativen Sprachen
sind z.B. Variablen, Ausdriicke, Anweisungen, Anweisualggn und Deklarationen. In funktionalen
Sprachen gibt es Variablen, Ausdriicke, Muster, Definitiouned Deklarationen und in logischen Spra-
chen wie RROLOG Variablen, Terme, Listen von Termen, Ziele und Klauseln.

Der Parser reprasentiert die syntaktische Struktur degabeprogrammes in einer Datenstruktur,
mit deren Hilfe weitere Ubersetzerkomponenten auf die editen Programmbestandteile zugreifen
kénnen. Eine mogliche Darstellung ist dgyntaxbaunfsyntax tree, parse tree) des Programms. Der
Syntaxbaum kann spéter mit weiteren Informationen angeeei werden. Mit seiner Hilfe kbnnen
Transformationen des Programms durchgefiihrt oder direde@lr eine Zielmaschine generiert wer-
den.

Manchmal ist die Ubersetzungsaufgabe fiir eine Prograrspriache so leicht, dass die Programme
sogar in einem Durchgang durch den Programmtext Gbersetrten konnen. Dann kann der Parser
gegebenenfalls auf eine explizite Darstellung der syigelkén Struktur verzichten und stattdessen an
geeigneten Stellen der Syntaxanalyse Hilfsfunktionensemnantischen Analyse und zur Codeerzeu-
gung aufrufen.

Viele Programme, die einem Ubersetzer prasentiert weedghalten jedoch Fehler. Ein betrachtli-
cher Teil davon bestht aus Verstol3en gegen die SyntaxrdgelProgrammiersprache. SolcBgntax-
fehlerentstehen meist durch Fliichtigkeitsfehler, wie Buchstidbeher oder nicht korrekt ausgezahlte
Klammern oder fehlende Semikolons. Von jedem Ubersetzer evivartet, dass er syntaktische Fehler
moglichst genau lokalisiert. Oft kann jedoch nicht die Festielle selbst festgestellt werden, sondern
nur die friheste Stelle, an welcher der Fehler zu einer Satugefihrt hat, in der keine Fortsetzung
der bisher analysierten Eingabe zu einem korrekten Pragramiglich ist. Man erwartet von einem
Ubersetzer auch, dass er nach nach dem ersten entdeckien iieht abbricht, sondern moglichst
bald wieder Tritt fasst, d.h. in einen Zustand kommt, in deam testliche Programm analysiert bzw.
weitere Fehler entdeckt werden kénnen.

Die syntaktische Struktur der Programme einer Progransmiache lasst sich durch eine kontext-
freie Grammatik beschreiben. Unser Ziel ist, aus einerh@rldGrammatik automatisch einen Synta-
xanalysator zu generieren. Aus Effizienz- und Eindeutigkeiinden beschrankt man sich im Uber-
setzerbau meist auf deterministisch analysierbare kdnééx Grammatiken, fir welche automatisch
Parser generiert werden konnen. Die in der Praxis eingese®yntaxanalyseverfahren fallen in zwei
Klaseen, namlictiop-down und bottom-upVerfahren. Beide lesen die Eingabe von links and rechts.
Die Unterschiede in der Arbeitsweise macht man sich am bestean klar, wie sie jeweils Syntaxbau-
me aufbauen.

Top-down-Analysierebeginnen die Analyse und die Konstruktion des Syntaxbaurtsdem
Startsymbol der Grammatik, der Markierung der Wurzel dest&baums. Man nenrbp-down
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Analysierer auch/oraussageparseiSie treffen Voraussagen dartiber, wie das Programm bzle Tei
des Programms aussehen sollten, und versuchen anschljel?ese Voraussagen zu bestatigen. Die
erste Prognose besteht aus dem Startsymbol der Gramniathe&agt, dass die Eingabe ein Wort fur
das Startsymbol ist. Nehmen wir jetzt an, ein Teil der Eirgsdi bereits bestatigt. Dann gibt es zwei
Falle:

e Beginnt der unbestatigte Teil der Prognose mit einem Néchitinal, verfeinert detop-downParser
seine aktuelle Prognose, indem er eine der Produktionatidges Nichtterminal auswéhlt.

e Beginnt die aktuelle Prognose mit einem Terminalsymbalgheicht er dieses mit dem nachsten
Eingabesymbol. Sind diese gleich, so ist ein weiteres SyadroPrognose bestétigt. Andernfalls
liegt ein Fehler vor.

Der top-downParser ist fertig, wenn die gesamte Eingabe als Prognaseisgesagt und bestatigt
wurde.
bottom-upParser beginnen dagegen die Analyse und die KonstrukgsrSyntaxbaums mit der

Eingabe, d.h. dem zu analysierenden Programm und versuicih@mmer langere Anfangsstiicke der
Eingabe die syntaktische Struktur zu identifizieren. Daansuchen sie, sukzessive Vorkommen rechter
Seiten von Produktionen der Grammatik durch die linke Seitersetzen. Eine solche Ersetzung wird
reduceSchritt genannt. Anstatt zu reduzieren, kann der Parssr beschlie3en, ein weiteres Symbol
der Eingabe zu konsumieren. Ein solcher Schritt helifft. Wegen dieser beiden Arten von Schritten
heil3t einbottom-upParster auctshift-reduceParser. Die Analyse des Parsers ist erfolgreich, wenn
sich aus der Eingabe durch eine Folge gbift- undreduceSchritten das Startsymbol der Grammatik
ergibt.

Die Behandlung von Syntaxfehlern

Die meisten Programme, mit denen ein Ubersetzer konfrdntied, sind fehlerhaft. Ein Grund ist,
dass fehlerhafte Programme i.A. mehrfach tbersetzt wefdelerfreie Programme dagegen nur nach
Modifikationen oder Portierungen auf andere Rechner. Diesindite ein Ubersetzer mit dehormal-
fall, dem inkorrekten Quellprogramm, mdglichst gut umgehemkdin Lexikalische Fehler und auch
Fehler in der statischen Semantik, also etwa Typfehler jpeirativen Sprachen, lassen sich einfacher
lokal diagnostizieren und behandeln. Syntaxfehler wieaelghler in der Klammerstruktur des Pro-
gramms sind schwieriger zu diagnostizieren. In diesem Ahisitbeschreiben wir die erwlinschten und
die moglichen Reaktionen eines Parsers auf Syntaxfehler.

Der Parser kann auf syntaktisch inkorrekte Programme aefa@ier mehrere der folgenden Weisen
reagieren:

1. Der Fehler wird lokalisiert und gemeldet;

2. der Fehler wird diagnostiziert;

3. der Fehler wird korrigiert;

4. der Parser fasst wieder Tritt, um eventuell vorhandeneereg-ehler zu entdecken.

Der erste Schritt ist zwingend erforderlich: andere Ubizesteile gehen nach der syntaktischen Ana-
lyse von einem syntaktisch fehlerfreien Programm aus unéreen einen Syntaxbaum der Sprache.
Auch ist der Benutzer des Ubersetzers darauf angewiessmilta syntaktische Fehler angezeigt wer-
den. Allerdings muss man zwei Einschradnkungen machen.riNébe eines anderen Syntaxfehlers
kann ein Fehler leicht unbemerkt bleiben. Die zweite EinSigckung ist gewichtiger. I.A. entdeckt der
Parser einen Fehler dadurch, dass fur seine aktuelle Keoafign keine legale Fortsetzung existiert.
Dies ist aber oft nur daSymptoniur einen vorhandenen Fehler, nicht aber der Fehler selbst.

Beispiel 3.1.1Betrachten wir die folgende fehlerhafte Zuweisung:

a=ax(b+cxd ;

T
Fehlersymptom®)’” fehlt



3.2 Grundlagen 39

Hier gibt es mehrere Fehlermdglichkeiten. Entweder isbffimende Klammer zuviel, oder es fehlt eine
schlieRende Klammer hinteroder hinterd. Die Bedeutung der drei moglichen Ausdriicke ist jeweils
unterschiedlich. O

Bei Fehlern mit tberflissigen oder fehlenden Klammern fdgin, end, if, usw. kénnen Fehlerstelle
und Stelle des Fehlersymptoms weit voneinander entfegeh. Allerdings habehL(k)- wie LR(k)-
Parser, die wir im Folgenden betrachten werden, die Eidgerfsdesfortsetzungsfahigen Préfixes

Verarbeitet der Parser fir eine kontextfreie Gramma@tiin Prafixu eines Wortes, ohne einen Fehler
zu melden, so gibt es ein Wait, so dass.w ein Satz von ist.

Parser mit dieser Eigenschaft melden Fehler(symptome)diirastmdglichen Zeitpunkt. Obwohl wir
i.A. nur das Fehlersymptom und nicht den Fehler selbst eketekdnnen, werden wir in Zukunft
meist von Fehlern sprechen. In diesem Sinne fihren die bigiegtellten Parser den ersten Schritt der
Fehlerbehandlung aus: sie melden und lokalisieren Syeléedt

Beispiel 3.1.1 zeigt, dass der zweite Schritt nicht so kemherfillen ist. Der Parser kann eine
Diagnose des Fehlersymptoms ledighahrsuchenDiese sollte zumindest folgende Information bereit
stellen:

o die Stelle des Fehlersymptoms im Programm);
o die Beschreibung der Parserkonfiguration (der aktuelleafas das erwartete Symbol, das statt-
dessen gefundene Symbol etc.)

Um den dritten Schritt, die Korrektur eines gefundenen &shlauszufiihren, misste der Parser die
Intention des Programmierers ahnen. Dies ist i.A. nichtlinBigEtwas realistischer ist die Suche nach
einer global optimalen Fehlerkorrektur. Hierzu wird derdea um die Fahigkeit erweitert, Symbole in
einem Eingabewort einzusetzen bzw. zu Idschenglibal optimale~ehlerkorrektur fur ein ungultiges
Eingabewortw ist ein Wortw’, welches durch eine minimale Zahl solcher Einsetz- und hopera-
tionen ausw hervorgeht. Solche Verfahren haben aber wegen ihres Aufsvkeinen Eingang in die
Praxis gefunden.

Stattdessen begniuigt man sich meist mit lokalen Einsetruodger Ersetzungen, welche den Parser
aus der Fehlerkonfiguration in eine neue Konfiguration (ithegfn, in der er zumindest das néchste
Eingabesymbol lesen kann. Damit ist gesichert, dass deePdurch lokale Verdnderungen nicht in
eine Endlosschleife gerat. Auch sollte das Entstehen végefehlern moglichst vermieden werden.

Der Aufbau dieses Kapitels

Im Abschnitt 3.2 werden die Grundlagen der Syntaxanalysgaséellt. Kontextfreie Grammatiken mit
ihrem Ableitungsbegriff und Kellerautomaten, die zugedpn Erkennungsmechanismen, werden be-
handelt. Ein spezieller, nichtdeterministischer Kellgoanat zu einer gegebenen kontextfreien Gram-
matik G wird konstruiert, der die voit7 definierte Sprache akzeptiert. Aus diesem Kellerautomaten
werden spater deterministisctop-down undbottom-upAnalyseverfahren abgeleitet.

In den Abschnitten 3.3 und 3.4 werden th@-down und diebottom-upSyntaxanalyse vorgestellt.
Die entsprechenden Grammatikklassen werden charaktértisid Generierungsverfahren beschrieben.
Ausfuhrlich behandeln wir auch Verfahren zur Fehlerbehamgl

3.2 Grundlagen

So wie die lexikalische Analyse durch regulare Ausdriiclezgiert und durch endliche Automaten

implementiert wird, wird die syntaktische Analyse durchntextfreien Grammatiken spezifiziert und

durch Kellerautomaten implementiert. Regulére Ausdrigg{bst reichen nicht zur Beschreibung der
Syntax von Programmiersprachen aus, da regulare Ausdrickebeliebige rekursive Schachtelun-
gen auszudriicken kénnen, wie sie bei Programmkonstrulité3idcke, Anweisungen und Ausdriicke

auftreten.
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In Abschnitt 3.2.1 und 3.2.3 fiihren wir die notwendigsteigifée Uber kontextfreie Grammatiken
und Kellerautomaten ein. Der Leser, der mit diesen Begrifiertraut ist, kann diese Abschnitte tiber-
schlagen und mit Abschnitt 3.2.4 fortfahren. In Abschnigt.8 wird zu einer kontextfreien Grammatik
ein Kellerautomat eingefiihrt, der die von der Grammatikrdefte Sprache akzeptiert.

3.2.1 Kontextfreie Grammatiken

Mit kontextfreien Grammatiken lasst sich die syntaktisSheiktur der Programme einer Programmier-
sprache beschreiben. Die Grammatik gibt an, wie Progranusdeilprogrammen zusammengesetzt
sind, d.h. welche elementaren Konstrukte es gibt und wiegtexe Konstrukte aus anderen Konstruk-
ten zusammengesetzt werden kénnen.

Beispiel 3.2.1Ein Auschnitt aus einer Grammatik fur eine C-&hnliche Paogniersprache kdnnte so
aussehen:
(stat) —  (if _stat) |
(while_stat) |
(do_while_stat) |

(ezp) ; |
o
{ (stats) }
(if _stat) —  if ({exp) ) else (stat) |
if ( (ezp) ) (stat)

(while_stat) while ( (exp) ) (stat)
(do_while_stat) —  do (stat) while ( (ezp) );

l

(eap) — {assign) |
(call) |
Id |
(call) — Id ({exps)) |
(eap)()
(assign) — 1d'=" {exp)
(stats) —  (stat) |
(stats) (stat)
(exps) - (ezp) |

(eaps), (exp)

Das Nichtterminalsymbdlstat) steht fir Anweisungen. Wie bei regularen Ausdriicken windQ@jge-
rator | verwendet, um mehrere Alternativen fiir ein Nichtterminsdammenzufassen. Gemaf diesem
Ausschnitt der C-Grammatik ist eine Anweisung eifitdnweisung, einavhile-Anweisung, einelo-
while-Anweisung, ein Ausdruck — gefolgt von einem Semikolongdeere Anweisung oder eine ge-
klammerte Folge von Anweisungen. Das Nichtterminalsynifyolstat) beschreibif -Anweisungen,
bei denen deelseTeil fehlen kann. Stets beginnen sie mit dem Schlusselifipgefolgt von einem
Ausdruck, der in runden Klammern steht, und einer Anweisofdiese Anweisung kann das Schlis-
selwortelse folgen, zusammen mit einer weiteren Anweisung. Weiterel®ktonen beschreiben, wie
while- unddo-while Anweisungen und Ausdriicke aufgebaut sind. Bei Ausdriiskahnur einige Bei-
spielalternativen angegeben. Weitere Alternativen simdld... angedeutet.0l

Formal ist einékontextfreie Grammatikin QuadrupeG = (Vn, Vi, P, S), wobeiVy, Vr disjunkte
Alphabete sind}y ist die Menge deNichtterminale Vi die Menge defferminale P C Vy x (Vi U
Vr)* ist die endliche Menge déroduktionsregelnundS € Vy ist dasStartsymboal

Die Terminalsymbole (oder kurz: Terminale) sind die Synebalus denen zu analysierende Pro-
gramme aufgebaut sind. Wahrend wir bei der Behandlung gialéschen Analyse von einem Alpha-
bet vonZeichengesprochen haben — in der Praxis von den in einem Prograrmanbéeh Zeichen eines
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geeigneten Zeichensatzes wie ASCII oder Unicode — redein diesem Kapitel voisymbolenwie sie
etwa von einem Scanner oder Sieber geliefert werden. S&ginbole sind z.B. Schlusselworter oder
Bezeichner von Symbolklassen wie zIB, die eine ganze Meng mdglicher Symbole repréasentieren.

Die Nichtterminale der Grammatik stehen fiir die Menge vonrééfd, die aus ihnen produziert
werden kann. In der Beispielgrammatik 3.2.1 wurden sie itzep Klammern gesetzt. Eirfferodukti-
onsregel( A, «) aus der Relatio® beschreibt mdgliche Ersetzungen: ein Vorkommen der lirSeite
A in einem Wort3 = 1 Ay2 kann durch die rechte Seitee (Vr U Vi )* ersetzt werden. In der Sicht
einestop-downParsers wird so aus dem Wgiein neues Worb’ = v, ay, produziertoderabgeleitet

Ein bottom-upParser liest die Produktiof, «) dagegen von rechts nach links und fasst sie als
Méglichkeit auf, ein Vorkommen der rechten Seitén einem Wort3’ = ~; ay, auf das Nichtterminal
A der linken Seite zueduzierenDiese Reduktion fuhrt dann zu dem W= +; Ay,.

Fur eine kontextfreie Grammat® = (V, Vr, P, S) fiihren wir die folgenden Konventionen ein.
Lateinische Grofl3buchstaben vom Anfang des Alphabets,£.B. C fur Nichtterminale aud/y; la-
teinische GroRRbuchstaben vom Ende des Alphabets, ¥ B, Z fur Terminale oder Nichtterminale;
Kleinbuchstaben am Anfang des lateinischen Alphabetsals ¢, . . ., stehen fur Terminale, also Ele-
mente aud/r; Kleinbuchstaben am Ende des lateinischen Alphabets, @twaw, x, y, z, stehen fur
Terminalworte, also Elemente aug; griechische Kleinbuchstaben, z.8, 5, v, ¢, ¢ stehen fir Wor-
ter aus(Vp U V)™ .

Die RelationP fassen wir als Menge von Produktionsregeln auf. Jedes Eige«) der Relation
schreiben wir deshalb intuitiver als — «. Alle Produktionend — a1, A — as, ..., A — «, flrein
Nichtterminal A fassen wir auch zeiner Deklaration zusammen, die wir als

A—aq|as|...]ay

schreiben. Dieaq, as, . . ., a, heilen dieAlternativenfur A.
Beispiel 3.2.2Die beiden Grammatike¥, undG; beschreiben die gleiche Sprache:
Go = ({E,T,F},{+,*,(,),Id}, Py, E) wobeiP, gegeben ist durch:
E — E+4+T|T,
T — TxF|F,
F — (E)|Id
G1=({E}H{+,%(),d}, P, E) wobei P; gegeben ist durch:
E—-E+FE|ExE|(E)]|Id
O
Wir sagen, ein Worp produziertein Worty gemals direkt i.Z. ¢ = U, wenny = o AT, = cart

gilt fur geeignete Wortes, 7 und eine Produktionl — o € P. Wir sagen, eine Worp produziertein
Wort ¢y gemanRG (oder auchy ist ausy gemafG ableitbar), i.Z. ¢ :;> 1, wenn es eine endliche

Folgeyo, ¥1, - .. pn, (n > 0) von Wortern gibt, so dass

® = @0, = ¢, Undy; = Pit1 furalle0 <i < n.

Die Folgeyy, ¢1, - .., o, heillt dann eindbleitungvon ¢ ausy gemaRG. Falls die Ableitung in
Schritten erfolgt, schreiben wir auqzh:g> 1. Die Relation:;> bezeichnet die reflexive und transitive

Hille von = .
G
Beispiel 3.2.3Die Grammatiken aus Beispiel 3.2.2 erlauben die Ableitunge
F—F+T—=T+4+T—=T*«F+T—T*xld+T— Fxld+T =
G[) G[) G[) G[) G[) GU
Fxld+F=Id*Ild+ F=IdxId+Id,
G[) GO
F—F+F—FEx«xE+F=—Ild«E+F=—Id*E+Ild=Id*xId+1d.
G1 G1 G1 Gl Gl
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Wir schlieRBen, dass sowohl ? Id * Id + Id gilt wie E ? Id«1d+1d. O
1 0

Fir eine kontextfreie Grammatik = (Viy, Vi, P, S) definieren wir die vorZ definierte(erzeugte)
Sprache als die Menge

L(G)={ueV; | S= u}

Ein Wortz € L(G) nennen wir eineisatzvon G. Ein Worta € (Vp U Vy)* mit S :;> o nennen wir
eineSatzfornvon G.

Beispiel 3.2.4Betrachten wir erneut die beiden Grammatiken aus Beisf2eB3Das Wortd « Id + Id
ist ein Satz sowohl votry als auch vorty; , da sowohlE % Id«ld+1d als auchFE Gé Id*I1d+1Id
0 1

git. O

Wenn die Grammatik aus dem Kontext klar ist, auf die sich Ablegen beziehen, lassen wir im Fol-
genden den Inde& in = weg.

Die syntaktische Struktur eines Programms, wie sie sictRakultat der syntaktischen Analyse
ergibt, ist eingeordneter Baumd.h. ein Baum, in dem die Ausgangskanten jedes Knoten gebrd
sind. Dieser Baum beschreibt eine standardisierte Sidhti@u Ableitungsvorgang. Innerhalb eines
Ubersetzers dient er aBchnittstelleu nachfolgenden Ubersetzerkomponenten. Die meistenMen
zur Auswertung semantischer Attribute im Kapitel 4 Uber aptische Analyse arbeiten auf dieser
Baumstruktur.

SeiG = (Vn,Vr, P, S) eine kontextfreie Grammatik Seéiein geordneter Baum, dessen innere
Knoten mit Symbolen aulgy und dessen Blatter mit Symbolen dgsJVy U{c} beschriftet sind. Dann
ist ¢ ein Syntaxbaumfragmemder Strukturbaumfragmentvenn die BeschriftungX jedes inneren
Knotensn von t zusammen mit der Folge der Beschriftung€n . .., X, der Kinder vonn in ¢ die
folgenden Eigenschaften besitzt:

1. X — X;...X, ist eine Produktion auB.

2. Ist Xy ... X, = ¢, dannistk = 1, d.h. der Knotem hat genau ein Kind und dieses is mit
beschriftet.

3. IstX; ... X # ¢, dannistX; # ¢ fur jedesi.

Ist das Symbol an der Wurzel verdas Nichtterminald und ergibt die Konkatenation der Beschriftun-
gen der Folge der Blatter vardas Worta, dann nennen wit ein Syntaxbaumfragmenfiir das Wort
aundX gemaf. Ist die Folge der Beschriftungenein Terminalwort, d.h. aug;;, dann nennen wir

t einenSyntaxbaunfiir o und A.

Beispiel 3.2.5Abbildung 3.1 zeigt zwei Syntaxbdume gemaf der Gramndatius Beispiel 3.2.2 fiir
dasWortldxIld+1d. O

Lid | [ J i [ [ ] [ia | [ [} [+ ] [id ]

Abb. 3.1.Zwei Syntaxbdume gemaf der Grammaiikaus Beispiel 3.2.2 fir das Wolitl x Id + Id.

Ein Syntaxbaum kann als eine Darstellung von Ableitungdgefasst werden, bei der von der Rei-
henfolge abstrahiert wird, in der die Vorkommen von Nichittmalsymbolen ersetzt werden. Besitzt
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derselbe Satw € L(G) dennochmehrals einen Syntaxbaum fur das Startsymfgeman der Gram-
matik G, dann heil3t der Satz mehrdeutig Entsprechend heif3t die Grammatikmehrdeutigwenn
L(G) mindestens einen mehrdeutigen Satz enthélt. Eine korgextsrammatik, die nicht mehrdeutig
ist, nennen wieindeutig

Beispiel 3.2.6 Die Grammatik, ist mehrdeutig, da der Satd « Id + Id mehr als einen Syntaxbaum
besitzt. Die Grammatiks, ist dagegen eindeutig.Ol

Aus der Definition ergibt sich, dass jeder Satz L(G) mindestens eine Ableitung agsbesitzt. Zu
jeder Ableitung fur den Satz gehdrt wiederum ein Syntaxbaum fiir Jeder Satz € L(G) besitzt
deshalb mindestens einen Syntaxbaum. Umgekehrt gibt esdamj Syntaxbaum fiir einen Satz
mindestens eine Ableitung fiit. Diese Ableitung lésst sich leicht aus dem Syntaxbaum ables

Beispiel 3.2.7Das Wort Id + Id hat gemal der Grammaiik; den einen Syntaxbaum aus Abbildung
3.2. Je nachdem, in welcher Reihenfolge die Nichttermiabfgeleitet werden, ergeben sich die beiden
Ableitungen:

E=F+E=I1d+FE=Id+Id

F=FE+E=FE+Ild=Id+Id

L] [+ ] [d]

Abb. 3.2. Der eindeutige Syntaxbaum fur den Shiz+- Id.

Wir haben in Beispiel 3.2.7 gesehen, dass — auch bei eigdgVortern — zu einem Syntaxbaum meh-
rere Ableitungen korrespondieren kénnen. Diese ergebhrasis den verschiedenen Mdglichkeiten, in
einer Satzform Nichtterminale fir die ndchste AnwendumgeProduktion auszuwéhlen. Wenn fest-
gelegt wird, dass jeweils das am weitesten links bzw. das aitesten rechts stehende Nichtterminal
ersetzt wird, ergeben sich ausgezeichnete AbleitungenljetéLinks bzw. RechtsAbleitungen.

Eine Ableitungy; = ... = ¢, VON ¢ = ¢, aussS = ¢ ist eineLinksableitungvon ¢, i.Z.

S l:*> ® , wenn beim Schritt vorp; nachy;; jeweils das inp; am weitesten links stehende Nichtter-
m

minal ersetzt wird, d.hp; = ©AT, ;41 = war fur ein Wortu € V: und eine Produktiodl — « € P.
Analog nennen wir die Ableitung; — ... = ¢,, Rechtsableitungon, geschriebes == ¢,
m

wenn jeweils das am weitesten rechts stehende Nichttefersetzt wird, d.hp; = o Au, ;11 = cau
mitu € V;iundA — a € P.

Eine Satzform, die in einer Linksableitung (Rechtsabtaifuauftritt, heiRtinkssatzform (Rechts-
satzform)

Zu jedem Syntaxbaum fi$ gibt es genau eine Links- und genau eine Rechtsableiturigli¢fo
gibt es zu jedeneindeutigerSatz auch genau eine Links- und genau eine Rechtsableitung.

Beispiel 3.2.8Das Wort Id * Id + Id hat gemaR der Grammatik; die Linksableitungen

El:>E+El:>E*E+El:>Id*E+El:>Id*ld+El:>Id*Id+ld und
E?E*Elzld*El:>ld*E+Elzld*ld+Elzld*Id+|d.

Es hat die Rechtsableitungen
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F=F+F=F+ld=FE+xFE+Ild= Ex*ld+Id=Id*Id +Id und
E;E*E;E*EﬁLE;E*EﬁL|d;E*|d+|d;|d*|d+|d.

Das Wort Id + Id hatin Gy nur jeweils eine Linksableitung, ndmlich

El:>E+El:>|d+El:>|d+ld

und eine Rechtsableitung, ndmlich
E_:>E+E_:>E+|d_:>|d+|d.

O

Wird ein Wort einer eindeutigen Grammatik einmal durch diirks- und einmal durch eine Rechts-
ableitung abgeleitet, dann bestehen die beiden Ableituage den gleichen Produktionen. Sie unter-
scheiden sich lediglich in ddReihenfolgehrer Anwendungen. Die Frage ist daher, ob man in beiden
Ableitungen jeweils Satzformen finden kann, die dadurclkiménder korrespondieren, dass jeweils im
nachsten Schritt das gleiche Vorkommen eines Nichtterisaraetzt wird? Das folgende Lemma stellt
eine solche Beziehung her.

Lemma3.1. 1. WennSl:*>uAap gilt, dann gibt es einy, mit » == «u, so dass fiir aller mit
© = v gilt: S = Y Av.
2. WennS ==+ Av gilt, dann gibt es einp mit p == v, so dass fir alle; mit vy == wu gilt:

S == uAp. O
im

Abbildung 3.3 verdeutlicht die Zusammenhéange zwischenund v einerseits undvy und u
andererseits.

Abb. 3.3. Zusammenhang zwischen Rechts- und Linksableitung.

Von kontextfreien Grammatiken, welche die Syntax von Paiogniersprachen beschreiben, ver-
langt man meist, dass sie eindeutig sind. Dann gibt es zunegataktisch korrekten Programm, d.h.
zu jedem Satz der Grammatik, genau einen Syntaxbaum ungtfolgich nur genau eine Links- und
genau eine Rechtsableitung.

3.2.2 Produktivitat und Erreichbarkeit von Nichtterminal en

Kontextfreie Grammatiken haben eventuell Uberflissigdtieeminale und Produktionen. Deren Be-
seitigung macht die Grammatiken kleiner, verandert abehntrdie erzeugte Sprache. Im Folgenden
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werden zwei Eigenschaften von Nichtterminalen definieglcive diese als nitzlich ausweisen, und
es werden Verfahren angegeben, diese Eigenschaftendesdlzn und die in diesem Sinne nutzlosen
Nichtterminale zu entfernen.

Die erste Eigenschaft eines nitzlichen NichtterminalsesteProduktivitat Ein NichtterminalX
einer kontextfreien Grammatik = (Vy, Vr, P,.S) nennen wirproduktiy wenn es eine Ableitung
X :;> w gibt fur ein Wortw € V, d.h., wenn es einen Ableitungsbaum gibt, dessen WurzeKmit

beschriftet ist.

Beispiel 3.2.9Betrachten wir die Grammati& = ({5, 5, X,Y, Z},{a,b}, P, S"), wobei P aus den
Produktionen:

S — S

S — aXZ|Y

X — bS|aYdY

Y — balaZ

Z — azX

besteht. Dann ist” produktiv und deshalb sind auch, S und S’ produktiv. Das Nichtterminak ist
dagegen nicht produktiv, da die einzige Produktionfiselbst wiedelZ enthalt. O

Eine zweistufige Charakterisierung, die zu einem Algoritisrfiir die Berechnung der Produktivitat
fuhrt, ist die folgende:

(1) X istproduktiv tber die Produktiop genau dann, weni die linke Seite vorp ist, und wenn alle
Nichtterminale, die in der rechten Seite vemorkommen, produktiv sind.
(2) X istproduktiy wennX tber mindestens eine seiner Alternativen produktiv ist.

Insbesondere isk damit produktiv, wenn es eine Produktidh — « € P gibt, deren rechte Seite
keine Nichtterminale enthélt, d.h. es gilte V.

Eigenschaft (1) beschreibt die Abhangigkeit der Infororatiu X von den Informationen tber die
Symbole in der rechten Seite einer ProduktionXtrEigenschaft (2) gibt an, wie die Information, die
aus den verschiedenen Alternativen Hirerhalten wurde, zu kombinieren ist.

Wir stellen ein Verfahren vor, das zu einer kontextfreieai®matikG die Menge aller produktiven
Nichtterminal berechnet. Das Verfahren fuhrt fur jede Ridibn p einenZahler count[p] ein, der
die Anzahl der Vorkommen von Nichtterminalen z&hlt, von elemoch nicht bekannt ist, dass sie
produktiv sind. Sinkt der Z&hler einer Produktiprauf 0, missen alle Nichtterminale auf der rechten
Seite produktiv sein. Daraus folgt, dass dann die linkeeSaihp produktiv Uberp ist. Zur Verwaltung
der Produktionen, deren Zahler auf O gesunken ist, verwieleaiédlgorithmus dieArbeitslistell/.

Weiterhin wird fur jedes Nichtterminal” eine Listeocc[X] der Vorkommen dieses Nichtterminals
in rechten Seiten von Produktionen verwaltet:

set(nonterminal) productive < 0; // Ergebnis-Menge

int count[production]; //  Zahler fur jede Regel
list(nonterminal) W «— [];

list(production) occ[nonterminall; // Vorkommen in rechten Seiten

[l; // |Initialisierung

forall (nonterminal X) occ[X] «
«— 0;

forall (production p) { count[p]
init(p);

}

Der Aufruf init(p) der Hilfsprozeduinit() fir eine Produktiorp, deren Code wir nicht angegeben
haben, iteriert Uber die Folge der Symbole auf der rechtée 8en p. Bei jedem Vorkommen eines
NichtterminalsX wird der Z&hlercount[p] inkrementiert ung zu der Listeocc[X] hinzugefigt. Gilt
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am Ende immer nocbount[p] = 0, dann flgtinit(p) die Produktiorp in die ListeW ein. Damit ist
die Initialisierung abgeschlossen.

In der Hauptiteration werden sukzessive die Produktiomeiia abgearbeitet. Fir jede Produktion
p ausW ist die linke Seite produktiv Gibgr und damit produktiv. Wird andererseits ein Nichtterminal
X neuerdings als produktiv entdeckt, dann wird Uber die Ligig X | der Produktionen iteriert, in
denenX vorkommt. Bei jeder Produktion aus dieser Liste wird der Z&hlesunt[r] erniedrigt. Das
liefert uns den folgenden Algorithmus:

while (17 £ ) {
X — hd(W); W «— tl(W);
if (X ¢ productive) {
productive «— productive U { X };
forall ((r : A — «) € occ[X]) {

count[r]——;
if (count[r] =0) W «— A=W,
} // endof forall
} // endof if
} // endof while

Im Wesentlichen lauft die Initialisierungsphase einmaditidie Grammatik und fiihrt dabei pro Symbol
nur konstant viel Arbeit aus. Wahrend der Hauptiteratioerithe Arbeitsliste wird fur jede Regel die
linke Seite maximal einmal in die Listé” eingefiigt und kann damit auch nur maximal einmal aus der
Liste W entfernt werden. Bei jeder Entnahme eines NichttermifaksusW fallt nur dann mehr als
konstant viel Arbeit an, wenX noch nicht als produktiv markiert war. Der Aufwand fir eilcees
X ist proportional zu der Lénge der Listec[X]. Die Summedieser Léngen ist beschrankt durch
die Gesamtgrofe der Grammatik Daraus folgt, dass der Gesamtaufwand linear in der GroRe de
Grammatik ist.

Zur Korrektheit des Verfahrens vergewissern wir uns, dastieefolgenden Eigenschaften besitzt:

e Falls in derj-ten Iteration demhile-Schleife X in die Mengeproductive eingefiigt wird, gibt es
einen Syntaxbaum fuk der H6he maximal j — 1.
e Fir jeden Syntaxbaum wird die Wurzel einmalin eingefugt.

Der effiziente Algorithmus, den wir gerade vorgestellt hglieat Bedeutung auch Uber seine Anwen-
dungen im Ubersetzerbau hinaus. Mit geringen Anderungan ka auch eingesetzt werden, um die
kleinsten_Ldsungen vorBoolescheileichungssystemen zu bestimmen, d.h. von Gleichungsagst,
bei denen die rechten Seiten Disjunktionen beliebiger dokiionen von Unbekannten sind. In unse-
rem Beispiel stammen die Konjunktionen von den rechtereSewwéhrend eine Disjunktion die Exi-
stenz verschiedener Alternativen fur ein Nichttermingrésentiert.

Die zweite Eigenschaft eines nutzlichen Nichtterminalsé&neErreichbarkeit Ein NichtterminalX
nennen wirerreichbarbzgl. einer kontextfreien Grammati® = (V, Vr, P, S), wenn es eine Ablei-

tungS :;> aX 3 gibt.

Beispiel 3.2.10Betrachten wir die Grammati& = ({S,U,V, XY, Z},{a,b,c,d}, P, S), wobei die
MengeP aus den folgenden Produktionen besteht:

S — Y X — ¢
Y - YZ|Yal|b V — Vd|d
U —-V Z — ZX

Dann sind die Nichtterminal®, Y, Z und X erreichbar[J undV dagegen nicht. O
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Auch fur Erreichbarkeit gibt es eine Charakterisierung, @er wir einen Algorithmus ableiten kénnen.

(1) Das Startsymba¥ ist stets erreichbar.
(2) Ist ein NichtterminalX erreichbar und{ — a € P, dann ist auch jedes Nichtterminal erreichbar,
das in der rechten Seitevorkommt.

Sei firr jedes Nichtterminak rhs[X] die Menge aller Nichtterminale, die in rechten Seiten voorPr

duktionen der Grammatik vorkommen, deren linke Sgitést. Diese Mengen kdnnen in linearer Zeit
berechnetwerden. Dann kénnen wir die Menge:hable der erreichbaren Nichtterminale einer Gram-
matik berechnen durch:

set(nonterminal) reachable < ();
list(nonterminal) W «— S::[];
nonterminal Y
while (W £ []) {
X —hd(W); W —tl(W);
if (X ¢ reachable) {
reachable «— reachable U {X };
forall (Y € rhs[X]) W — W U{Y};

}

Um eine Grammatilkz zu reduzieren, werden zuerst die unproduktiven Nichtteahizusammen mit
allen Produktionen, in denen sie vorkommen, beseitigt. iErsinem zweiten Schritt werden die nicht
erreichbaren Nichtterminale beseitigt. In diesem zwe&elnritt kann man wir deshalb davon ausgehen,
dass samtliche noch vorhandenen Nichtterminale prodsital.

Beispiel 3.2.11Betrachten wir erneut die Grammatik aus Beispiel 3.2.9 it Broduktionen:

S — S

S — aXZ|Y

X — bS|aYdY
Y — bal|aZ
Z — aZX

Die Menge der produktiven Nichtterminale is¢’, S, X, Y}, wéhrendZ nicht produktiv ist. Um eine
reduzierte Grammatik zu berechnen, werden deshalb inneBstieritt alle Produktionen gestrichen, in
denenZ vorkommt. Es ergibt sich die Meng®d :

S — S
S — Y
X — bS|aYbY
Y — ba

Obwohl X bzgl. der urspriinglichen Menge von Produktionen erreichiz, ist X nicht mehr er-
reichbar. Die Menge der erreichbaren Nichtterminald/ist= {S’,5,Y}. Indem alle Produktionen
gestrichen werden, deren linke Seite nicht erreichbaeigipt sich die Menge:
S — S
S =Y
Y — ba
O

Wir nehmen im Folgenden immer an, dass Grammatiken redshiet.



48 3 Syntaktische Analyse
3.2.3 Kellerautomaten

In diesem Abschnitt behandeln wir das Automatenmodell kdatextfreien Grammatiken entspricht,
den Kellerautomaten. Fiir die Realisierung einer Kompanemt Syntaxanalyse benétigen wir ein Ver-
fahren, das zu einer gegebenen kontextfreien Grammat#nedellerautomaten konstruiert, welcher
die wohlgeformten Sétze der Grammatik analysieren kanwblschnitt 3.2.4 beschreiben wir eine
solche Konstruktion. Allerdings hat der Kellerautomat) éér zu einer kontextfreien Grammatik kon-
struieren, einen kleinen Schdnheitsfehler: fur fast alan@matiken ist er nichtdeterministisch. In den
Abschnitten 3.3 und 3.4 wird beschrieben, wie diese Kok#ivo fir geeignete Unterklassen kontext-
freier Grammatiken so modifiziert werden kann, dass wirmieit@stische Automaten erhalten.

Im Gegensatz zu den endlichen Automaten, die im letztent&lipéhandelt wurden, verfugt ein
Kellerautomat Giber eine unbegrenzte Speicherféahigkeit.

Die (konzeptuell) unbeschrankte Datenstruléalier, mit der er ausgestattet ist, arbeitet nach dem
last-in-first-outPrinzip. Abbildung 3.4 zeigt eine schematische Darstgjleines Kellerautomaten. Wie

Eingabeband

HEEEEE

[ [ ]
—

Kontrolle

Keller

1

Abb. 3.4. Schematische Darstellung eines Kellerautomaten.

bei einem endlichen Automaten darf sich der Lesekopf nurliks nach rechts bewegen. Im Un-
terschied zu einem endlichen Automaten wird ein Ubergasgidgomaten nicht durch das aktuelle
Symbol auf dem Eingabeband und und einen Zustand, sondech das aktuelle Symbol auf dem
Eingabeband und einem oberen Abschnitt auf dem Kellerrbesti Der Ubergang kann diesen obe-
ren Abschnitt des Kellers verandern und den Eingabekopdlgmuenfalls auf dem Eingabeband nach
rechts ricken.

Formal definieren wir eineKellerautomaterals ein TupelP = (Q, Vr, A, qo, F'), wobei

Q die endliche Menge detustande

Vr dasEingabealphabet

qo € @ derAnfangszustandnd

F C @ die Menge deEndzustandsind, und

A, eine endliche Teilmenge vapt x Vr x Q*, die Ubergangsrelationst. Die Ubergangsrelation
A kann auch als eine endliche partielle Funktidbwvon Q" x Vr in die endlichen Teilmengen von
Q* aufgefasst werden.

Unsere Definition eines Kellerautomaten ist insofern etwagewohnlich, als sie nicht zwischen Zu-
standen des Automaten und Kellersymbolen unterscheidetiesn fur beide das gleiche Alphabet
verwendet. Entsprechend wird das oberste KellersymbalelaktuelleZustand angesehen und der
Automat in die Lage versetzt, auch die Symbole unterhalloessten Kellersymbols zu bertcksich-
tigen.
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Die Ubergangsrelation beschreibt die mdglichen Berechsschritte des Kellerautomaten. Sie li-
stet endlich viele Ubergéange auf. Die Anwendung eines Ubegg(y, =, ') ersetzt den oberen Ab-
schnitty € QT des Kellers durch die neue Folgée Q* von Zustanden und liest dabeic Vi U {e}
in der Eingabe. Der ersetzte Kellerabschnitt hat dabei esitahs die Lange 1. Ein Ubergang, bei dem
das nachste Eingabesymbol nicht angesehen wird, héiBergang

Auch fur Kellerautomaten fuhren wir den Begriff eineonfigurationein. Eine Konfiguration um-
fasst alle Komponenten, welche fur die zukiinftigen Sahdiés Automaten relevant sind. Bei unserer
Art von Kellerautomaten sind das der Kellerinhalt und distliehe Eingabe. Formal ist damit eine
Konfigurationdes Kellerautomatef® ein Paar(y, w) € QT x V. In dieser linearisierten Darstellung
befindet sich das obere Ende des KellersachtenEnde vory, wahrend das néchste zu lesende Sym-
bol links am Anfang vonw steht. EinUbergangvon P wird durch die binare Relatiort;, zwischen
Konfigurationen dargestellt. Diese Relation ist definientath:

(vw) b (7, w') Lfalls y=a8, v =af', w=zw" und (3,z,0)ecA
fur ein geeignetea € Q*. Wie bei endlichen Automaten ist eifBerechnungine Folge von Konfi-
gurationen, zwischen denen jeweils ein Ubergang bestehsdhtreiben” If; C’, wenn es Konfigura-
tionenCy, ..., Cyyy gibt, so dassCy = C, Cpyq = C' und C; 1, Ciyy fur 1 <@ < ngilt. Die
Relationenl—; und I—P sind die transitive bzw. die reflexive und transitive Hulw-, . Es gilt:
+ n * n
=Y, 5 und £ o= U E

1 n >0

Eine Konfiguration(qo, w) fiir einw € V' heifl3t eineAnfangskonfiguration(q, €), fir ¢ € F, eine
Endkonfiguratiordes Kellerautomatef?. Ein Wortw € V;;: wird von dem Kellerautomatef? akzep-
tiert wenn(qo, w) I—P (g,¢) giltfureing € F. Die Sprachel(P) des KellerautomateR ist die Menge
der vonP akzeptierten Worter:

L(P)={weVf|3f €F: (a,w)F, (f,e)}

Ein Wort w wird also von einem Kellerautomaten akzeptiert, wennnisdesten®ine Berechnung
gibt, die von der Anfangskonfiguratidny, w) zu einer Endkonfiguration fihrt. Solche Berechnungen
heiBenakzeptierendFir ein Wort kann es gegebenenfalls mehrere akzeptief@axhnungen ge-
ben zusammen mit vielen Berechnungen, die nur einen PrégiX\betsw lesen kénnen oder zwar
lesen, aber trotzdem keine Endkonfiguration erreichen. Baimder Praxis akzeptierende Berechnun-
gen nicht durch Probieren herausfinden mochte, detdrministisch&ellerautomaten von besonderer
Bedeutung.

Ein Kellerautomaf heilRtdeterministischwenn die Ubergangsrelatiahdie folgende Eigenschaft
erfullt:

(D) Falls(y1,x,%), (71, 2', ) zwei verschiedende Ubergange atisind undy ein Suffix von~y;
ist, dann sindc undz” ausX’ und verschieden, d.h. # ¢ # 2’ undz # a’.

Besitzt die Ubergangsrelation die Eigensctiaf}, dann gibt es in jeder Konfiguration hochstens einen
Ubergang.

3.2.4 Der ltem-Kellerautomat zu einer kontextfreien Grammatik

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren angegeben, mit denjeder kontextfreien Grammatik ein
Kellerautomat konstruiert werden kann, der die von der Gnatik definierte Sprache akzeptiert. Die-
ser Automat ist nichtdeterministisch und deshalb fur eipeaktischen Einsatz nur bedingt geeignet.
Durch geeignete Entwurfsentscheidungen kdnnen wir augatioch sowohl did. L.-Analysatoren aus
Abschnitt 3.3, als auch die R-Analysatoren aus Abschnitt 3.4 ableiten.

Eine entscheidende Rolle spielt der Begriff des konteifréems SeiG = (Vy, Vr, P, S) eine
kontextfreie Grammatik. Eikontextfreies Itermon G ist ein Tripel(A, «, ) mit A — o € P. Dieses
Tripel schreiben wir intuitiver al§A — «.3]. Das Iltem[A — «./5] beschreibt die Situation, dass bei



50 3 Syntaktische Analyse

dem Versuch, ein Worb ausA abzuleiten, bereits ein Prafix vanerfolgreich ausy abgeleitet wurde.
« heil3t deshalb di&eschichtales Items.

Ein ltem [A — «.f] mit 3 = ¢ heitvollstdndig Die Menge aller kontextfreien ltems vai
bezeichnen wir mitt;. Ist p die Folge von ltems:

p=1[A1 — a1.f1][As — ag.02] ... [An — an.Bn]
dann bezeichnétist(p) die Konkatenation der Geschichten der Iltems ppd.h.
hist(p) = a1as ... .

Zu der kontextfreien Grammatik = (Viv, Vr, P, S) konstruieren wir nun deliem-Kellerautomaten
Als Zustande und damit auch als Kellersymbole verwendeteelteims der Grammatik. Der aktuelle
Zustand ist das Item, an dessen rechter Seite der Autonad@arbeitet. Im Keller darunter stehen die
Items, von deren rechten Seiten die Bearbeitung bereiwrnmem, aber noch nicht vollendet wurde.

Bevor wir den Item-Kellerautomaten konstruieren, wollein die GrammatikG jedoch so erwei-
tern, dass die Terminierung des konstruierten Kelleraatemeindeutig am aktuellen Zustand abgele-
sen werden kann. I$t das Startsymbol der Grammatik, dann sind die Kandidatedi@iiEndzusténde
des Item-Kellerautomaten alle vollstandigen Iteisis— «.] der Grammatik. TrittS auch auf der rech-
ten Seite einer Produktion auf, kénnen solche vollstanmditEms jedoch auch oben auf dem Keller
auftreten, ohne dass der Automat deswegen terminierdr,stdl darunter noch unvollstandig bearbei-
tete Items liegen. Darum erweitern wir die Grammailum ein neues Startsymb#!, das in keiner
rechten Seite vorkommt. Fi& fligen wir die Produktiort” — S zu der Menge der Produktionen von
G hinzu. Als Startzustand des ltem-Kellerautomaten fur diee@gerte Grammatik wéhlen wir das ltem
[S" — .S] und als einzigen Endzustand das vollstandige If&m— S.]. Der Iltem-Kellerautomatu
der GrammatilG ist dann der Kellerautomat

Kg = (tg, Vp, A, [S" — .S], {[S" — S.]})
wobei die Ubergangsrelatian drei Typen von Ubergéangen bereit stellt:

(E) A(X — B.Y),¢) —{[X = BYA)Y -.a]|Y - ac P}
(L)  A(X = B.arl,a) = {[X = Bar]}
(R) A(IX = BYAY — al,e) = {[X — BYA]}.

Ubergange gema(®) heilRenExpansionsiibergangsolche gemaRL) Leselibergangeund solche
gemaf( R) Reduktionslibergénge

Fur eine Folge von Items, die als Kellerinhalt in einer Baramg des Item-Kellerautomaten auf-
treten, gilt die folgende Invariantd):

(I) Falls([S" — .5],uv) I—*KG (p,v), dann gilt: hist(p) :Gs u.

Diese Invariante ist ein wesentlicher Bestandteil des Bsse dass der Item-Kellerauton¥dt; nur
Sétze vorG akzeptiert, d.h. dass(K¢) C L(G) ist. Wir erlautern nun die Arbeitsweise des Automa-
ten K¢ und fuhren gleichzeitig einen Induktionsbeweis (Uber di@dge von Berechnungen), dass die
Invariante(/) fur jede aus einer Anfangskonfiguration erreichbare Komégan erfullt ist.

Betrachten wir zuerst die Anfangskonfiguration fur die Ebgw. Diese Anfangskonfiguration
ist ([S” — .S],w). Das Wortu = ¢ wurde bereits gelesehist([S’ — .S]) = ¢, und es gilte = .

Deshalb gilt die Invariante in dieser Konfiguration.

Betrachten wir nun Ableitungen, die mindestens einen Ulreggenthalten. Nehmen wir als er-
stes an, der letzte Ubergang sei ein Expansionsiibergang. ®arde vor diesem Ubergang aus der
Anfangskonfigurationi[S” — .S], uv) eine Konfigurationp[X — £.Yv],v) erreicht. Diese Konfigu-
ration erfuillt nach Induktionsvoraussetzung die Invaedi), d.h. es gilthist(p) 3 == u. Als aktueller

Zustand legt das lteiX — 3.Y'+| nahe, einen Préfix von aus Y abzuleiten. Dazu sollte der Au-
tomat nichtdeterministisch eine der Alternativen flir auswéhlen. Gerade das beschreiben die Uber-
gange gemagr). Alle moglichen Folgekonfigurationdp[X — .Y ~|[Y — .o],v) fUrY —a € P
erflllen ebenfalls die Invariantd), denn
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hist(p[X — B.YA][Y — .a]) = hist(p)3 == u.

Als nachstes nehmen wir an, der letzte Ubergang sei ein besgéing. Dann wurde vor diesem Uber-
gang aug[S’ — .S], uav) eine Konfiguration(p[X — (.a7], av) erreicht. Diese Konfiguration erfillt
nach Induktionsvoraussetzung die Invariatg d.h. es gilthist(p) 3 == u. Dann erfiillt die Nachfol-

gekonfiguratior(p[X — (a.v],v) ebenfalls die Invariantel), denn
hist(p[X — Ba.v]) = hist(p)Ba == ua

Nehmen wir schlie3lich an, dass der letzte Schritt ein Reédo&libergang ist. Vor dem letzten Schritt
wurde aug[S” — .S], uv) eine Konfigurationp[X — 3.Y~|[Y — «a.],v) erreicht. Nach Induktions-
voraussetzung erfillt sie die Invariar(tg), d.h. es gilthist(p) Sa :;> u. Der aktuelle Zustand ist das

vollsténdige Iten{Y” — «.]. Er ist das Ergebnis einer Berechnung, die mit dem If€m- .a| begon-
nen wurde, al$X — (.Y ~| aktueller Zustand war und die Alternatie — « fur Y ausgewahlt wur-
de. Diese Alternative wurde erfolgreich abgearbeitet. Réehfolgekonfiguratiorip[X — SY.4],v)

erfiillt ebenfalls die Invariantel ), denn ausist(p) o % u folgt hist(p) 5Y :;> u. O
Insgesamt gilt der folgende Satz:
Satz 3.2.1Fur jede kontextfreie Grammatik gilt L(K¢) = L(G).

Beweis. Nehmen wir anw € L(K). Dann gilt

([S" — .S],w) le ([S" — S],¢e).

G

Wegen der Invariantel ), die wir bereits bewiesen haben, folgt, dass

S = hist([S" — S.]) ? w

Deshalb istw € L(G). Fur die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dass L(G) ist. Dann gilt
S :;> w. Um zu zeigen, dass dann auch

(1" = .Sl,w) & ([S" — Sl].e)

G

gilt, zeigt man allgemesiner, dass fur jede Ableitutg=> o :;> wmit A € Vi gilt, dass

(Pl A — .o, wo) £, (p[A— a,v)

G

fir beliebigep € It¢, und beliebigey € V. Diese allgemeinere Behauptung lasst sich durch Induktion
Uber die Lange der Ableitund = o :;> w beweisen. O

Beispiel 3.2.12SeiG’ = ({S, E, T, F'},{+,*,(,),1d}, P’, .S) die Erweiterung der Grammat{, um
das neue Startsymb§l Die Menge der ProduktioneR’ ist gegeben durch:

S - F
E—>E+T|T
T - TxF|F
F — (E)|Id

Die Ubergangsrelatiod von K¢, ist in Tabelle 3.1 beschrieben. Eine akzeptierende Berewjmon
K¢, fur das Wortld + Id * |d zeigt Tabelle 3.2. O
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Tabelle 3.1. Tabellarische Darstellung der Ubergangsrelation auspB#i8.2.12. Die mittlere Spalte gibt die
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oberes Kellerende

Eingabe

tneues oberes Kellerende

[S — .F]

[S — .F]

[E— .E+T)|

[E— .E+T)]

[ — (2)]

[ — (2)]

[E— .T]

[E— .T]

[T — .T % F]

[T — .T % F]

[E— E+ 1)

[E— E+ 1)

[T — .F)

[T — .F)

[T — T x.F]

[T — T x.F]

F — (2)]

[F — .Id]

F — (5]

[E— E.+T)

[T — T+ F|

[T — .F|[F — Id]

[T — T x*.F|[F —Id]
(T — FIIF — (E)]
[T — T x*.F|[F — (F).]
[T — . T+ F|[T — F|]
[E— T[T — F)

[E— E+.T)T— F]
[E— E+.T|T—TxF.|]
[T — .Tx* F][T —TxF]
[E— T|[T —TxF)]
[F — (E)E —T]
[F— (\B)|][E—E+T]
[E—>.E+T][E—>T.]
[E—>.E+T][E—>E+T.]
[S— .E|[E—T\]

[S— .E|[FE— E+T.]

€

QO —~ ™ m m m M MmO ;- O O 6O 6O 6O O 0 0

m m m MmO O m m M m M, M m M oM % 4~

[S— .E][E— .E+T)|
[S— .E][E — T

[E— .E+T|E— .E+T]
[E— .E+T|[E—.T)
[F— (\B)||E — .E+1T]
[E— T[T — .T* F]
[E— T[T — .F]

[T — .T*F|[T— .Tx*F)
[T — .T* F|[T — .F]
[E— E+.T|[T — .T  F)
[E—>E+.T][T—>.F]
(T — FI[F — (B)

[T — .F][F — .Id]

[T — T * .F|[F — .(F)]
[T — T % .F|[F — Id]
F — (.B)]

[F—1d.]

£ — (B)]

[E— E+.T)

[T — T % .F]

[T — F.

[T"— T * F.

[T — F.

[T —TxF

[T —T.+F|

[E—T]

[E—E+T)]
[E—E+T)]

[T —T.+F]

[E—T]

F — (5]

F — (5]

[E— E.+T)

[E— E.+T)

[S— FE]

[S— E.]

konsumierte Eingabe an.
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Kellerinhalt restliche Eingabe
[S — .E] Id + Id * Id
[S — .E|[E — .E+T) Id + 1d * Id
[S — .E|[E — .E+T|[E — T Id + 1d * Id
[S— .E|J[E— .E+T|E— .T|T— .F Id + Id * Id
[S— .E|][FE— .E+T|E— T|T — .F|[F — .d Id 4 Id * Id
[S— .E|[F— .E+T|E— T|T— .F|[F —Id] +Id * Id
[S— .E|J[E— .E+T|E— .T|T— F] +1d x Id
[S— .E|[E— .E+T|E—T.] +1d x Id
[S— .E][E— E.+1T)] +Id * Id
[S— .E][E— E+.T) Id = Id

[S — .E||E — E+ .T|[T — .T * F) Id * Id
[S— .EJ[E—E+.T|T—.T*F|T— .F| Id = Id

[S — E|[E — E+ T[T — T+ F|[T — .F|[F — d] | Id*Id
[S— .EJ[E—E+.1)|T—.Tx*F|[T—.F|[F—Id] | =ld

[S — .E||[E — E+ .T|[T — .T + F|[T — F| +ld

[S — .E||[E — E+ .T|[T — T. % F| +ld

[S— .El[E—E+.T)T—Tx*.F) Id

[S — E|[E — E+ T|[T — T * F|[F — Id] Id

[S— .EJ[E—E+.T|T—T=x.F|[F—Id]

[S— .EJ[E—E+.1T)|T—TxF]

[S— .E|][FE—E+T\]

[S— E.]

Tabelle 3.2. Die akzeptierende Berechnung véfx; fir das Wortld + Id « Id.

Kellerautomaten mit Ausgabe

Kellerautomaten als solche sind nur Akzeptoren, d.h. sigceeiden nur, ob ein vorgelegtes Wort ein
Satz der Sprache ist oder nicht. Will man dagegen einen tgeitematen zur syntaktischen Analyse
in einem Ubersetzer benutzen, so interessiert aber audyuiaktische Struktur akzeptierter Worter.
Diese kann in der Form eines Syntaxbaums oder in der Folgen dmer Rechts- bzw. Linksableitung
angewandten Produktionen darstellt werden. Deshalb twmevir Kellerautomaten um entsprechende
Ausgabemdoglichkeiten.

Ein Kellerautomamit Ausgabést ein TupelP = (Q, Vr, O, A, qo, F'), wobeiQ, Vr, qo, F wie bei
einem normalen Kellerautomaten definiert sind @héin endliches Ausgabealphabet ist. Die Relation
A ist eine endliche Relation zwischép™ x (Vr U {e}) und Q* x (O U {e}). Eine Konfiguration
beschreibt den aktuellen Kellerinhalt, die verbleibendeygbe und die bereits getéatigte Ausgabe. Sie
ist deshalb ein Element ads™ x Vi x O*.

Bei jedem Ubergang kann der Automat ein Symbol @susgeben. Setzen wir einen Kellerauto-
maten mit Ausgabe als Parser ein, so besteht sein Ausgabéalpaus den Produktionen der kontext-
freien Grammatik oder ihren Nummern.

Den Item-Kellerautomaten kdnnen wir auf zwei Weisen um Nidddeiten zur Ausgabe erweitern.
Wird bei jeder Expansion die angewandte Produktion audggygest die gesamte Ausgabe fir jede
akzeptierende Berechnung eine Linksableitung fur daspdierée Wort. Einen Kellerautmaten mit
einer solchen Ausgabe nennen wir einémksparser

Anstatt bei den Expansionen kénnte der Item-Kellerautcamah bei jeder Reduktion die ange-
wandte Produktion ausgeben. Dann liefert seine Ausgabeirigrakzeptierende Berechnung egee
spiegelte Rechtsableiturfigr das akzeptierte Wort. Einen Kellerautomaten mit eimdcleen Ausgabe
nennen wir einefRechtsparser
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Deterministische Parser

In Satz 3.2.1 haben wir bewiesen, dass der ltem-Kelleraaitéfn zu einer kontextfreien Grammatik
G genau deren Sprachi€ G) akzeptiert. Jedoch ist die nichtdeterministische Arlnegise des Keller-
automaten fur die Praxis ungeeignet. Die Quelle des Ni¢htaenismus liegt in den Ubergangen des
Typs(E): der Item-Kellerautomat kann bei jedem Expansionsibergarein Nichtterminal zwischen
mehreren Alternativen auswahlen. Bei einer eindeutigeam@mnatik ist jedoch héchstens eine davon
die richtige, um einen Prafix der restlichen Eingabe abtarieDie anderen Alternativen fihren friher
oder spater in die Irre. Der Item-Kellerautomat kann diédetige Alternative jedoch nuaten

In den Abschnitten 3.3 und 3.4 geben wir zwei Methoden anddi&Raten beseitigen. Diel-
Analysatoren aus Abschnitt 3.3 wéhlen deterministisck dilbernative fur das aktuelle Nichtterminal
aus und benutzen dazu eine beschrankte Vorausschau instliehe Eingabe. Nicht fur alle Gram-
matiken, aber fur Grammatiken vom Tyl (k) kann deterministisch eifE)-Ubergang ausgewahit
werden, wenn die bereits gelesene Eingabe, das zu expandéeNichtterminal und die nachsteén
Eingabesymbole in Betracht gezogen werdeh-Analysatoren sind Linksparser.

Die L R-Analysatoren arbeiten anders. S8arzdgerndie Entscheidung, die dérL-Analysator bei
der Expansion trifft, bis zu den Reduktionsstellen. Zu jadéeitpunkt der Analyse verfolgen sie par-
allel alle Méglichkeiten, die noch zu einer gespiegelterciRgableitung fiir das Eingabewort fihren
kénnen. Erst, wenn eine der Méglichkeiten eine Reduktiotengt, muss der Analysator eine Ent-
scheidung treffen. Diese Entscheidung betrifft die Frafpaweiter gelesen oder reduziert werden soll,
und im zweiten Fall mit welcher Produktion reduziert werdefl. Fur diese Entscheidung wird der
aktuelle Kellerinhalt und ebenfalls eine beschrankte Zaiml Symbolen Vorausschau herangezogen.
Weil L R-Analysatoren Reduktionen melden, sind sie Rechtspakseh L R-Analysatoren existieren
nicht fur jede kontextfreie Grammatik, sondern nur fur Gnaatiken vom TypL R(k), wobeik wieder
die Anzahl der bendtigten Symbole Vorausschau angibt.

3.2.5 first- und follow-Mengen

Betrachten wir den Item-Kellerautomatéf; zu einer kontextfreien Grammatik bei einer Expan-
sion, d.h. einen{E)-Ubergang. Vor einem solchen Ubergangi&t in einem aktuellen Zustand der
Form[X — .Y 3]. In diesem Zustand muss der Kellerautotfiat nichtdeterministisch aus den Alter-
nativenY — a4 | ... | a, fir das Nichtterminal” auswahlen. Fir diese Entscheidung ist es hilfreich,
die Mengen der Worter zu kennen, die von den verschiedertemativen produziert werden kénnen.
Wenn der Anfang der restlichen Eingabe nur zu Wortern eiftarativeY — «; passt, wird diese
Alternative auszuwahlen sein. Wenn einige der Alternatimach kurze Worter, z.B:, produzieren
kdnnen, ist ebenfalls die Menge der Worter oder ihrer An&interessant, die adf folgen kénnen.

Da die Mengen der Worter, die von einer Alternative produzierden kénnen, i.A. unendlich
sind, begniigt man sich mit den Mengen &eéfixe dieser Worter von einer vorgegebenen Lakge
Diese Mengen sind endlich, Der erzeugte Parser griindet &itscheidungen auf einem Vergleich
eines Prafixes der restlichen Eingabe der L&ng#t den Elementen dieser vorberechneten endlichen
Mengen. Fur diesen Zweck fuhren wir die Funktioriiest;, undfollow;, ein.

k
Fiir ein Alphabet/;- schreiben wir/=" fir _UOVTi und V=% fr V=R U (VER {4)), wobei
ein Symbol ist, das nicht ifvy enthalten ist. Wie das Dateiendesymbafl markiert es das Ende eines
Wortes. Sew = a; .. .a, ein Wort mita; € Vi fur (1 <i <n),n > 0. Furk > 0 definieren wir den
k-Prafixvonw als:

{al...an falls n <k

w|k =

ay...ap sonst

Weiterhin filhren wir den Operatoy;, : V- x Vi — V=" ein, der definiert ist durch
u O v = (uv)]|g

Diesen Operator nennen wirKonkatenationBeide Operationen erweitern wir auf Mengen von Wor-
tern. Fur Menger C Vi undLq, Ly C V=Fk definieren wir
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Ly ={wlx |we L} und Ly O Lo={xOry|x € L1,y € La}.

SeiG = (Vn, Vr, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Filr > 1 definieren wir die Funktiofirsty, :

(VN U Vp)* — 2V " die zu jedem Worty die Menge aller Préfixe der Langevon Terminalworten
liefert, die ausy ableitbar sind:
firsti(a) = {ul | @« == u}

Entsprechend liefert die Funktidollow;, : Vy — Vi % zu jedem Nichttermina' die Menge der
Terminalworte der Lange kleiner oder gleighdie in einer Satzform direkt auf folgen kénnen:

followy, (X) = {w € V;+ | S == X~ undw & first, (y#)}

Die Mengsfirst, (X) besteht aus deirPréfixen der Blattworter aller Baume fir. follow, (X)) aus den
k-Préafixen des zweiten Teils der Blattworter aller oberenrB@agmente futX (siehe Abbildung 3.5).
Einige Eigenschaften dérKonkatenation und der Funktiditst,, beschreibt das folgende Lemma.

E— follow, (X
firste(X) ollow(X)

Abb. 3.5. first;, undfollow,, im Syntaxbaum

Lemma 3.2.Seik > 1, und seien.;, Lo, Ly C V=F gegeben. Dann gilt:

(@) L1 Ok (L2 Ok L3) = (L1 O L2) O L3

() L1 Ok {e} ={e} O L1 = L1k

(¢) LiGrLy=0 gdw. L1 =0V Ly =10

(d) e€Li®rLy gdw. €€ Ly Ae€ Lo

(e) (L1L2)|x = Lilx Ok Lalx

(f) firsty(Xy ... X,) =firstp(X1) O ... O first(X,,)

fur X41,..., X, € (VTUVN)

Die Beweise zub), (c), (d) und (e) sind trivial. (a) ergibt sich aus Fallunterscheidungen tber die

Lange von Worterrr € Ly, y € Lo, z € L3. Der Beweis zy f) benutzt(e) sowie die Beobachtung,

dassX; ... X, = u gilt genau dann, wenn = u; . .. u,, gilt fiir geeignete Worte,; mit X; = u;.
Wegen der Eigenschaftf) lasst sich die Berechnung der Menfijest, («) auf die Berechnung

der Mengerfirst, (X) fiir einzelne SymboleX' € Vp U Vy zurlckfuhren. Ddirst,(a) = {a} fur

a € Vr gilt, genigt es, die Mengéirst, (X) fur NichtterminaleX zu ermitteln. Ein Wortw € VTgk

ist genau dann ifirst,(X) enthalten, wenmv fur eine der ProduktioneX — « € P in der Menge

first;, (o) enthalten ist. Wegen der Eigenschifi des Lemmas 3.2 erfillen dfgst,-Mengen deshalb

das Gleichungssyste(fi):

firsti(X) = [ J{firste(X1) @ ... @ firste(X,) | X — X1... X, € P}, X, € Vy (fi)
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Beispiel 3.2.13Sei G, die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen:

0: S — F 3: B — +FE 6: T' — T
1: E — TFE 4: T — FT' 7. F — (E)
2: E — ¢ 5: T — ¢ 8: F — Id

G- erzeugt die gleiche Sprache der arithmetischen Ausdrigkéwund G . Als Gleichungssystem
zur Berechnung ddirst;-Mengen erhalten wir:

firsty (S) = firsty(E)

firsty (F) = firsty(T') ®y firsty (E')
firsty(E') = {e} U {+} @1 firsty(E)

firsty (T") = first; (F') @1 firsty (17)

first; (77) = {e} U {*} @ first,(T")
first;(F) = {ld} U {(} @ firsty(E) ®1 {)}

O

Die rechten Seiten des Gleichungssystems zur Berechnurfgsig-Mengen kénnen als Ausdriicke
repréasentiert werden, die aus Unbekanrfiest, (Y'),Y € Vy und den Mengenkonstantém}, x €
Vr U {e}, mit Hilfe der Operatorer;, undU aufgebaut sind. Es stellen sich sofort mehrere Fragen:

e |st dieses Gleichungssystem Idsbar, d.h. besitzt diesgshBingssystem Losungen?
e Wenn ja, welche Losung ist diejenige, die dast,-Mengen entspricht?
e Wie berechnet man diese gewtinschte Losung?

Zur Beantwortung dieser Fragen betrachten wir zuerst digareerell Gleichungssysteme w(i) und
untersuchen eine algorithmische ldee, wie eine Lésunghast werden kdnnte. Sei, .. ., x,, eine
Folge von Unbekannten,

x1 = fi(X1,...,Xn)
X9 = fQ(Xl,.. .,Xn)
Xn = fn(xlv-- .,Xn)

ein Gleichungssystem, das Uber einem Beré&ichelost werden soll. Dabei bezeichnet jedesauf
der rechten Seite eine Funktigh: D™ — . Eine Losung/* dieses Gleichungssystems ordnet jeder
Unbekannterx; einen Wert/ *(x; ) zu, so dass alle Gleichungen erfullt sind, d.h. dass

I'(xi) = fi(T"(x1), ..., [*(x4))

giltfurallei=1,...,n

Nehmen wir an] enthalte ein ausgezeichnetes Elem&ntdas sich als Startwert zur Berechnung
einer Losung anbietet. Eine einfache Idee zur Berechnurgg Ebsung besteht dann darin, zuerst ein-
mal alle Unbekannter, . .., x, auf diesen Startwerl, zu setzen. Sei(®) diese Variablenbelegung.
Mit dieser Belegung der Unbekannten werden nun alle rec®éitienf; ausgewertet. Dann erhalt jede
Variablex; einen neuen Wert. Alle diese Werte bilden eine neue Vantakegung (!, in der erneut
die rechten Seiten ausgewertet werden, usw. Nehmen wiaalseir haben bereits eine Variablenbe-
legungZ) berechnet. Dann erhalten wir die VariablenbelegZiig!) durch:

10°0() = (19 (x1),..., 19 (x))

Es ergibt sich eine Folgé®, 1(V) ... von Variablenbelegungen. Gilt fiir irgend ejn> 0, dass
I1U+Y = 1G) dann folgt, dass

19(x) = f;(ID(x1),...,IV(x,)) (i=1,...,n)
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gilt. Damit ist7() = I* eine Lésung.

Ohne weitere Voraussetzungen ist allerdings unklar, objemit 7+ = 1) jemals erreicht
wird. In den speziellen Fallen, die wir in diesem Band béditan, konnen wir allerdings garantieren,
dass dieses Verfahren nicht nur gegen eine Losung, sondgan gegen die Losung konvergiert, die
wir bendtigen. Denn wir wissen einiges Uber die BereiBhdie in unserer Anwendung auftreten:

e Auf ID gibt es stets einélalbordnung dargestellt durch das Symbil. Bei denfirst,-Mengen
besteht die MengP aus allen Teilmengen der (endlichen) Grundmevgéé aller Terminalwdrter
der Lange hochsteris Die Halbordnung auf diesem Bereich ist dieilmengenrelation

e D enthaltals ausgezeichnetes Element, mit dem die Iterstiéoten kann, ein eindeutig bestimmtes
kleinstes ElemenbDieses Element bezeichnen wir mit(bottom). Bei derfirst,-Mengen ist dieses
kleinste Element dikeereMenge.

e Fir jede Teilmengd C D gibt es bzgl. der Relatiol stets einekleinste obere SchrankgY'.
Bei denfirst,-Mengen ist die kleinste obere Schranke einer Menge von Eleitge Vereinigung.
Halbordnungen mit dieser Eigenschaft heif§etistandige Verbande

Weiterhin sind alle Funktionef; monotond.h. sie respektieren die Ordnungsrelatioauf ihren Ar-
gumenten. Bei defirst,-Mengen gilt dies, weil die rechten Seiten der Gleichungenden Operatoren
Vereinigung und:-Konkatenation aufgebaut sind, die beide monoton sind Kerdpositionen mono-
toner Funktionen wieder monoton sind.

Wird der Algorithmus mitd, = L gestartet, dann folgt daraus, dd§¥ = I(!) gilt. Dabei nehmen
wir an, dass eine Variablenbelegung kleiner oder gleiclkereamderen ist, wenn dies fir die Werte
jeder Variablen gilt. Aus der Monotonie der Funktiongrfolgt dann mittels Induktion, dass wir eine
aufsteigendé&olge:

AN (ONuly (0N i (N i

von Variablenbelegungen erhalten. Ist der Berdicandlich, gibt es eiry, sodasg ) = 10+ gilt,
d.h. der Algorithmus findet tatsachlich eine Losung. Estlagsh sogar zeigen, dass diese Lésung
die kleinsteL&sung ist. Eine solche kleinste Lésung existiert auch dammmn der vollstandige Ver-
band nicht endlich ist und die einfache Iteration nicht teiert. Dies folgt aus dem Fixpunktsatz von
Knaster-Tarski, den wir im dritten Baridbersetzerbau: Analyse und Transformataunsfiihrlich be-
handeln.

Beispiel 3.2.14Wenden wir dieses Verfahren zur Bestimmung einer Losundasifsleichungssystem
aus Beispiel 3.2.13 an. Am Anfang wird allen Nichttermimadke leere Menge zugeordnet. Die Wor-
ter, die in deri-ten Iteration zu den jeweiligefirst;-Mengen hinzugefugt werden, zeigt die folgende
Tabelle:

L L 1[2]s[4]s]6[7]s]

S Id (
E Id (

E'|| e +

Tl |id (

T € *

Fiid (

Als Ergebnis erhalten wir deshalb:

firsty(S) = {Id, (} first,(T) = {Id, (}
first,(E) = {Id, (} first;(T") = {e, *}
firsty(E') = {e,+} firsty (F) = {Id, (}

a

Um die Anwendbarkeit des iterativen Algorithmus auf ein gfagnes Gleichungssystem utber einem
vollstandigen Verband zu garantieren, reicht es also naghisen, dass alle rechten Seiten monoton
sind und der Wertebereich endlich ist.
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Mit dem folgenden Satz vergewissern wir uns, daskiimsteLdsung des Gleichungssysteifis
tatséchlich didirst,-Mengen charakterisiert.
Satz 3.2.2 (Korrektheit derfirst,-Mengen) SeiG = (Vy, Vr, P, S) eine kontextfreie Grammatik,
D der vollsténdige Verband der Teilmengen vb’ﬁk und/ : Vx — D die kleinste Losung des
Gleichungssystemgi). Dann gilt:
I(X) =firsty(X) firalleX € Vi

Beweis. Fiiri > 0 seil® die Variablenbelegung nach deten Iteration des Lésungsverfahrens fiir
(fi). Durch Induktion tibef zeigt man, dass fir alle> 0 1) (X) C first;,(X) gilt fir alle X € Vy.
Deshalb gilt auch/ (X) = [J,5,(X) C first,(X) fur alle X € V. Fur die umgekehrte Richtung

genigt es zu zeigen, dass fir jede Ableitu’ﬁg% w eini > 0 existiert mitw|, € IV(X). Diese
Behauptung wird erneut mit Induktion bewiesen, diesmatkunduktion tber die Lange > 1 der
Linksableitung. Ist: = 1, besitzt die Grammatik eine Produktioh — w. Dann gilt:
IM (X)) D firsty,(w) = {w|i}
und die Behauptung folgt mit= 1. Istn > 1, dann gibt es eine ProduktioXi — uoXiu1 ... Xty
mit ug, ..., um € Viund Xy, ..., X, € Viy und LinksableitungerX; l:*> wj,j=1,...,k, die alle
eine Lange kleiner als haben, mitw = upwyu; ... wy,u,y,. Furjedeg € {1,...,m} gibt es deshalb
nach Induktionsvoraussetzung €in so dasgw;|;) € 1) (X;) gilt. Seii’ das Maximum diesei;.
Furi =i + 1 gilt dann:
ID(X) 2 {ue} 0% T(X1) @k {ur} ... O I7)(Xn) Ok {tim }

D {uo} Ok {w1lk} Ok {ua} ... Ok {wmlk} Ok {um}

2 {wlx}
Die Behauptung folgt. O

Kleinste L6sungen von Gleichungssystemen oder gelegbmatlich Ungleichungssystemen tiber einem
vollstdéndigen Verband zu berechnen, ist eine Aufgabe, dah dei der Bestimmung statischer Pro-
gramminvarianten auftritt. Solche Programminvariant@nrien ausgenutzt werden, um das Programm
in ein moglicherweise effizienteres Programm umzuschreiBelche Analysen und Transformationen
stellen wir im BandUbersetzerbau: Analyse und Transformatiar. Der global iterative Ansatz, den
wir eben skizzierten, ist nicht unbedingt das beste Vediajum Gleichungssysteme zu I6sen. Im Band
Ubersetzerbau: Analyse und Transformatimeschreiben wir deshalb effizientere Verfahren.

Zur Berechnung defollow,.-Mengen fiir eine erweiterte kontextfreie Grammatikboeginnen wir
wieder mit einer geeigneten rekursiven Eigenschaft. Fiinvébrt w € Vi U V""" {#} gilt w €
followy, (X), falls

(1) X = 5’ das Startsymbol der erweiterten Grammatik ist ung # ist, oder
(2) es eine Produktiolr — aX 3 in G gibt, so dassv € first, (3) @ follow;, (Y) ist.

Die Mengerfollow, (X)) erfiillen also das folgende Gleichungssystem:

follow, (S”) = {#}
follow, (X) = J{firsti(8) O follow, (Y) | Y — aX 3 € P}, S+ X eVy

Beispiel 3.2.15Betrachten wir erneut die kontextfreie Grammafik aus Beispiel 3.2.13. Fur die Be-
stimmung defollow; -Mengen fur die Grammatik', ergibt sich das Gleichungssystem:

follow; (S) = {#}
follow; (E) = follow; (S) U follow; (E") U {)} ® follow; (F)
follow; (E’) = follow; (E)
follow; (T') = {e,+} ®; follow (F) U follow, (77)
( /
(

(fo)

follow; (T") = follow, (T")
follow; (F) = {e, x} @1 follow, (T)
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a

Das Gleichungssysterffo) muss wieder Gber einem Teilmengenverband geldst werdebeivebe
rechten Seiten aus konstanten Mengen und Unbekannten Hatrathbnotoner Operatoren aufgebaut
sind. Deshalb besitzt augfo) eine kleinste Losung, welche durch globale Iteration Hemetwerden
kann. Wir vergewissern uns, dass dieser Algorithmus thtséicdas richtige berechnet.

Satz 3.2.3 (Korrektheit der follow,-Mengen) SeiG = (V, Vr, P,.S’) eine erweiterte kontextfreie
Grammatik,D der vollstandige Verband der Teilmengen Vigfi U VTSk_l{#} und! : Viy — D die
kleinste Lésung des Gleichungssyste(fias. Dann gilt:

I(X) = follow (X) furalleX € Vn

O

Der Beweis ist ahnlich dem Beweis von Satz 3.2.2 und wird deset zur Ubung empfohlen (Aufgabe
6).

Beispiel 3.2.16Betrachten wir das Gleichungssystem aus Beispiel 3.2.45B&rechnung der klein-
sten Losung beginnt die Iteration wieder mit dem Wefiir jedes Nichtterminal. Die Worter, die bei
den folgenden Iterationen hinzukommen, zeigt die Tabelle:

L ltf2] 3 ] 4 [5][6]7]
S| #

E # )

E' # )

T +,#,)

T’ +,#,)

F x4, #,)

Insgesamt erhalten wir die folgenden Mengen:

follow; (S) = {#} follow, (T') = {+,#,)}
follow; (E) = {#,)} follow, (77) = {+.#.)}
follow; (E') = {#,)} follow, (F) = {x,+,#,)}

a

3.2.6 Der Spezialfalffirst; und follow,

Die Iteration, mit der wir die kleinsten Losungen der Gleingssysteme fur diférst;- bzw. follow; -
Mengen in unseren Beispielen berechnet haben, ist nichiesitient. Aber auch fur effizientere L6-
sungsmethoden wird die Berechnung Viost,- bzw.follow; -Mengen flr gré3ere Werte vdnschnell
sehr miihsam. Deshalb wird bei den Verfahren zur syntaldisénalyse meist nur Vorausschau der
Langek = 1 eingesetzt. In diesem Fall kann die Berechnungfidst und follow-Mengen besonders
effizient durchgefiihrt werden. Das folgende Lemma ist digi8fir unser weiteres Vorgehen:

Lemma 3.3.Seienly, Ly C VTSl nichtleere Sprachen. Dann gilt:

L4 falls Lo 7é ¢ unde g L4

Li®q Ly =
b { (L1\{e}) U Ly falls L, # 0 unde € L,
Nach Voraussetzung sind die betrachteten Grammatikes rtdtiziert. Deshalb enthalten sie weder
unproduktive noch unerreichbare Nichtterminale. Es giltdlle X € Vj, dass sowoHfirst; (X) wie
follow; (X)) nichtleer sind. Zusammen mit Lemma 3.3 erlaubt uns das,rdiesterfunktionen fufirst;
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undfollow; so zu vereinfachen, dass dieKonkatenation (im Wesentlichen) dursereinigungerer-
setzt wird. Um die Fallunterscheidung, o first;-Mengen enthalten ist oder nicht, zu eliminieren, ge-
hen wir in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt wird die Merder Nichtterminale mit ¢ € first; (X)
bestimmt. Im zweiten Schritt werden anstelle @est;-Menge zu jedem Nichttermin&{ die ¢-freie
first;-Menge
eff(X) = first; (X)\{e}
= {(wl) | X = w,w £}

bestimmt. Zur Implementierung des ersten Schritts benmeske dass fir jedes Nichttermina

e € firsty(X) genau dann, wennX == ¢

In einer Ableitung des Worts kann jedoch keine Produktion eingesetzt werden, die eimifelsym-
bol a € Vr enthélt. Sei als@-. die Grammatik, die man aus erhéalt, indem man alle diese Produk-
tionen streicht. Dann gilt deshalld :;> ¢ genau dann, wenX bzgl. der Grammatikz. produktiv

ist. Fur dieses Problem kann unser effizienter Léser fur daddtat aus Abschnitt 3.2.2 eingesetzt
werden.

Beispiel 3.2.17Betrachten wir die Grammatik, aus Beispiel 3.2.13. Die Menge der Produktionen,
in denen kein Terminalsymbol vorkommt, ist dann gegebenfdur

0: S —- F
1: £ — TE 4: T — FT'
2: E — ¢ 5: T — ¢

Bezlglich dieser Menge von Produktionen sind nur die N&chitnale £/ und 7" produktiv. Diese
beiden Nichtterminale sind folglich die beiden einzigerciNierminale der Grammatik,, die -
produktiv sind. O

Wenden wir uns nun dem zweiten Schritt, der Berechnung-fi@ienfirst;-Mengen zu. Betrachten wir
eine Produktion von der Forii — X; ... X,,. Der zugehdrige Beitrag figff (X ) lasst sich schreiben
als:

U{eff | X1 j 1 ﬁ E}
Insgesamt erhalten wir deshalb das Gleichungssystem:

eff(X) = J{eff(Y) | X — aYB € P :G» e}, XeWn (eff)

Beispiel 3.2.18Schauen wir uns erneut die kontextfreie Grammaétikaus Beispiel 3.2.13 an. Zur
Berechnung des-freienfirst;-Mengen ergibt sich das Gleichungsystem:

eff(S) = eff(E) eff (T) = eff(F)
eff(E) = eff(T) eff(T) =0 U {x}
eff(E') =0 U {+} eff(F) = {ld} U {(}

Alle Vorkommen von®,-Operatoren sind verschwunden. Stattdessen tauchen clukonstante Men-
gen, Vereinigungen bzw. Variableff (X ) auf der rechten Seite auf. Als kleinste Losung erhalten wir:
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Bei der Berechnung dexfreienfirst;-Mengen leisten Nichtterminale, die rechts von Terminaien
hen, keinen Beitrag. Fir die Korrektheit der Konstruktisindgs deshalb wichtig, dass alle Nichttermi-
nale der Grammatik produktiv sind.

Mithilfe der e-freienfirst;-Mengeneff(X) Iasst sich auch das Gleichungssystem zur Berechnung
derfollow;-Mengen vereinfachen. Betrachten wir eine Produktion vemFebrmy — aX X, ... X,,.
Der zugehdrige Beitrag des Vorkommens \&rin der rechten Seite vo¥i zu der Mengdollow, (X)
ist gegeben durch:

{eff(X) [ X0 X ? e} U {followy (Y) | X1 ... X,, :G» e}

Falls alle Nichtterminale nicht nur produktiv, sondern lagcreichbar sind, vereinfacht sich das Glei-
chungsystem zur Berechnung deliow; -Mengen damit zu:

follow, (S") = {#}
follow, (X) = [J{eff(Y) | A — aXBY~y € P,j3 ? e}

U U{follow;(A4) | A — a X, :G> e}, X e Ww\{9"}

Beispiel 3.2.19Das vereinfachte Gleichungssystem zur Berechnungpdew, -Mengen der kontext-
freien GrammatilGy aus Beispiel 3.2.13 ergibt sich zu:

follow, (S) = {#}

follow; (E) = follow, (S) U follow,(E’) U {)}
follow; (E’) = follow, (E)

follow, (T') = {+} U follow, (E') U follow, (T”)
follow, (7") = follow, (T")

follow; (F') = {x} U follow; (T")

Wieder beobachten wir, dass alle Vorkommen des Operatpriseseitigt wurden. Neben konstanten
Mengen und Variablefollow; (X') taucht auf den rechten Seiten der Gleichungen nur noch dei-Ve
nigungsoperator auf.O

Im n&chsten Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, delidbige Gleichungssysteme, welche die be-
sonderen Eigenschaften der vereinfachten Gleichungsegedfiir die Mengerff(X') undfollow; (X)
haben, besonders effizient I6st. Nach der Beschreibung e&léahvens wenden wir es auf die Berech-
nung deffirst; - undfollow;-Mengen an.

3.2.7 Reine Vereinigungsprobleme
Nehmen wir an, wir haben ein Gleichungssystem
X; =€ iil,...,n

Uber einem beliebigen vollstandigen Verbdhdwvobei auf der rechten Seite Ausdrickestehen, die
nur aus Konstanten aus, Variablenx; und Anwendungen des Operatargkleinste obere Schran-
ke des vollstéandigen Verbandy aufgebaut sind. Unsere Aufgabe besteht darin, die kieibdsung
dieses Gleichungssystems zu bestimmen. Ein solches Rrolglenen wir eineines Vereinigungspro-
blem

Die Berechnung der Menge der erreichbaren Nichtterminaks &ontextfreien Grammatik ist ein
reines Vereinigungsproblem Uiber dem Booleschen Verl#ard {false true}. Auch die Berechnung
dere-freienfirst;-Mengen und defollow; -Mengen fur eine reduzierte kontextfreie Grammatik eéfill
die Bedingungen eines reinen Vereinigungsproblems. IsedieFall sind die vollstandigen Verbande
2V bzw. 2VrU{#} | geordnet durch die Teilmengenrelation.
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Beispiel 3.2.20Als laufendes Beispiel betrachten wir den Teilmengenvediia= 2{**} zusammen
mit dem Gleichungssystem

xo = {a}
X1 = {b}UXQUXg
X9 = {C}le

X3:{C}UX2UX3
O

Zu einem reinen Vereinigungsproblem konstruieren wir denablenabhéangigkeitsgraphen. Die Kno-
ten dieses Graphen sind gegeben durch die Variablefes Gleichungssystems. Eine Kafueg, x;)
gibt es genau dann in dem Variablen-Abh&ngigkeitsgrapkenn die Variablex; in der rechten Seite
der Variablenx; vorkommt. Den Variablenabhangigkeitsgraphen zu dem Gilgigssystem aus Bei-

spiel 3.2.20 zeigt Abbildung 3.6.

Abb. 3.6.Der Variablenabhangigkeitsgraph zu dem GleichungssyatenBeispiel 3.2.20.

Seil die kleinste Losung des Gleichungssystems. Als erstesixemeir, dass stetd(x;) C I(x;)
gelten muss, wenn es einen Weg wgmachzx; im Variablenabhéngigkeitsgraphen gibt. Folglich sind
die Werte fiir die Variablen in jedestarken Zusammenhangskomponel@e Variablenabhangigkeits-
graphen gleich.

Wir markieren jede Variable; mit der kleinsten oberen Schranke aller Konstanten, dieeliten
Seiten von Gleichungen fir die Variabte vorkommen. Nennen wir diesen Wet(x; ). Dann gilt fur
alle 7, dass

I(Xj) = H{IQ(XZ') | X; ist vonx; erreiChba}

Beispiel 3.2.21 (Fortsetzung von Beispiel 3.2.20)
Fur das Gleichungssystem aus Beispiel 3.2.20 finden wir:

Io(x0) = {a}

Io(x1) = {b}

Io(x2) = {c}

lo(xs) = {c}

Damit gilt:
I(x0) = Io(x0) = {a}
Io(x1) = In(x0) U Ip(x1) U lp(x2) U In(x3) = {a,b,c}
Ip(x2) = In(x0) U Ip(x1) U lp(x2) U Iy(x3) = {a,b,c}
Io(x3) = In(x0) U Ip(x1) U Ip(x2) U In(x3) = {a,b,c}
O

Diese Beobachtung legt das folgende Vorgehen nahe, um €iieské Losung des Gleichungssy-
stems zu berechnen. Zuerst werden die starken Zusammeskioamgonenten des Variablenabhangig-
keitsgraphen berechnet. Dafiir reichen linear viele Sehaiis. Dann wird Uber die Liste der starken
Zusammenhangskomponenten iteriert.
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Wir beginnen mit einer starken Zusammenhangskomporigrdé keine eingehenden Kanten aus
anderen starken Zusammenhangskomponenten besitzt. Die &ller Variablernx; € @ sind:

I(xj) = | [{To(xi) | xi € Q}
Die WerteI(x;) konnen folglich berechnet werden durch die beiden Schieife

Dt«— 1;
forall (x; € Q)

t—tU Io(x:);
forall (x; € Q)

I(x;) « t;

Die Laufzeit jeder der beiden Schleifen ist proportionatlea Anzahl der Elemente in der starken Zu-
sammenhangskomponeife Die Werte der Variablen aug werden entlang der ausgehenden Kanten
propagiert. SeE die Menge der Kante(x;, x;) des Variablenabhéngigkeitsgraphensjit=  und

x; ¢ @, d.h. der vor) ausgehenden Kanten. Dann setzen wir:

forall ((xi,x;) € Eq)
To(xj) — To(x;) U I (xi);

Die Anzahl der Schritte fiir die Propagation ist proporticnader Anzahl der Kanten ifvg.

Nun wird die starke Zusammenhangskomponéhtisammen mit der Mengg,, der ausgehen-
den Kanten aus dem Graphen entfernt und mit der nachsté&eistAusammenhangskomponente ohne
eingehende Kanten fortgefahren. Dies wird wiederholt kieise weiteren starken Zusammenhangs-
komponenten ubrig sind. Insgesamt erhalten wir ein Vegiahdas linear viele Operationenin dem
vollstandigen Verban® ausfuhrt.

Beispiel 3.2.22 (Fortsetzung von Beispiel 3.2.2@er Abhangigkeitsgraph zu dem Gleichungssys-
tem aus Beispiel 3.2.20 hat die starken Zusammenhangskenismn

Q() = {X()} und Ql = {Xl,XQ,Xg} .

Fiir Qo erhalten wir den Werk, (xo) = {a}. Nach Beseitigung vo@, und der Kantéx,, x; ) erhalten
wir die neue Zuordnung:

Io(x1) = {a, b}

Io(x2) = {c}

Io(x3) = {c}
Die Werte aller Variablen in der starken Zusammenhangskormpte); ergeben sich alg;(x;) U
IO(XQ)UIO(X?,) = {a,b,c}. O

3.3 Top-down-Syntaxanalyse

3.3.1 Einfuhrung

Die Arbeitsweise von Parsern kann man sich intuitiv am lekk@ machen, wenn man sich vorstellt,
wie sie den Syntaxbaum zu einem Eingabewort konstruidi@mdownParser beginnen die Konstruk-
tion des Syntaxbaums an der Wurzel. In der Anfangssitudt@steht das Fragment des Syntaxbaums
aus der Wurzel, markiert mit dem Startsymbol der konteldfré&rammatik; das gesamiesteht noch

in der Eingabe. Jetzt wird eine Alternative fir das Startsghzur Expansion ausgewahlt. Die Sym-
bole der rechten Seite dieser Alternative werden unter diezZ&l gehéngt. Dadurch wird das obere
Fragment des Syntaxbaums erweitert. Das nachste Nicliti@lirdas betrachtet wird, ist das jeweils
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am weitesten links stehende. Die Auswahl einer Alterndtivelieses Nichtterminal und deren Anbau
an das aktuelle Fragment des Syntaxbaums werden solanderhidt, bis der Syntaxbaum vollstan-
dig ist. Durch den Anbau der Symbole der rechten Seite eirguktion kénnen Terminalsymbole im
Blattwort des Baumfragments auftreten. Stehen links vaeritkeine Nichtterminale im Blattwort, so
vergleicht detop-dowrAnalysator sie mit dem jeweils nachsten Symbol in der Bigg&timmen die
auftretenden Terminalsymbole mit der Eingab Uberein, gast®| der Eingabe konsumiert. Andern-
falls wird ein Fehler gemeldet.
Die top-downAnalyse fuhrt also die folgenden zwei Arten von Schrittes:a

e Auswahl einer Produktion und Anbau der rechten Seite dediktion an das aktuelle Baumfrag-
ment;
e \ergleich der Terminalsymbole links vom nachsten Niclmii@al mit der Eingabe.
Abbildungen 3.7, 3.8, 3.9 und 3.10 zeigen einige Syntaxfeagmente fir den arithmetischen Aus-
druckld + Id « Id bzgl. der Grammatikz>. Die Auswahl der Alternativen fur die zu expandierenden
Nichtterminale wurde jeweils so vorgenommen, dass die ysgaérfolgreich zu Ende gefiihrt werden
kann.

S —- F E —+E]|¢ T —«T|e
E—-TEF T - FT' F —(E)|d

[id [+ [1d] «[id]

[s] [s]

Abb. 3.7. Die ersten Syntaxbaumfragmente eitegr-downAnalyse des Satzdd + Id « Id der GrammatikG,
die aufgebaut werden, ohne ein Symbol der Eingabe zu lesen.

[+ ] «]d]

Abb. 3.8. Die Syntaxbaumfragmente nach Lesen des Symidalsd bevor das Terminalsymbel an das Frag-
ment angehangt wird.
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Le ] [] [+] [E]
{

(][] [z [=]

Lr] [7]

Abb. 3.9. Der erste und der letzte Syntaxbaum nach Lesen des Symboisl bevor das zweite Symbhl im
Syntaxbaum erscheint.

Abb. 3.10. Der Syntaxbaum nach der Reduktion fiir das zweite VorkomnuenZV und der Syntaxbaum nach
Lesen des Symbols jeweils mit der verbleibenden Eingabe.

3.3.2 LL(k): Definition, Beispiele, Eigenschaften

Der Item-Kellerautomak(s zu einer kontextfreien Grammatik arbeitet im Prinzip wie eitop-down
Parser; seinéE)-Ubergéange machen eine Voraussage, welche Alternatiaefiiaktuelle Nichttermi-
nal auszuwahlen ist, um das Eingabewort abzuleiten. Sitdaran ist, dass der Item-Kellerautomat
K¢ diese Auswahl nichtdeterministisch trifft. Der ganze Nigterminismus steckt in defE)-
Ubergangen. WenfX — 3.Y~] der aktuelle Zustand ist und die Alternativeny” — a; | ... | a,
hat, so gibt es die Ubergange

A(X = BYA)e) ={[X = BY]Y — ] | 1 <i<n}

Um aus dem Item-Kellerautomatédfy; einen deterministischen Automaten abzuleiten, gestatten
einebegrenzté/orausschau auf die restliche Eingabe. Wir geben eine lidtérzahlk > 1 vor und
lassen den Item-Kellerautomaten bei jedgii-Ubergang als Entscheidungshilfe diersten Symbole
der restlichen Eingabe zu Rate ziehen. Ist sichergesiels diese Vorausschau der Largienmer
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ausreicht, um die richtige Alternative auszuwahlen, naeniedie Ausgangsgrammat® eine L L (k)-
Grammatik.

Schauen wir uns eine entsprechende Konfiguration an, digetaerKellerautomat aus einer
Anfangskonfiguration erreicht hat:

([8" = .8],wv) K (p[X — B.YA],0)

G

Wegen der Invariantel ) aus Abschnitt 3.2.4 gilist(p) 3 == u.
Seip = [X; — (1. Xom] ... [Xnn — Bn-Xnt+17] €ine Folge von Items. Dann nennen wir die
Folge
fut(p) =vn...m

die Zukunftvon p. Seié = fut(p). Bisher haben wir die Linksableiturf l:*> uY~vé gefunden. Wenn

sich diese Ableitung zur Ableitung des Terminalwortesfortsetzen lasst, d.ig’ l:*> uY o l:*> uv,
m m

dann hangt in einef L(k)-Grammatik die Alternative, die fli¥” ausgewahlt werden muss, nur von
u, Y undu|; ab.

Sei k > 1 eine natlrliche Zahl. Die reduzierte kontextfreie Gramknat ist eine LL(k)-
Grammatik wenn fir je zwei Linksableitungen:

S = uYo = ufa==uz und S:*>uYa:>u7a:*>uy
lm lm ilm im ilm lm

undx|, = y|i folgt, dass aucly = ~ gilt.

Bei einer LL(k)-Grammatik kann damit die Auswahl der Alternative fir dashsie Nichttermi-
nal Y im Allgemeinen nicht nur vorY” und den néachstel Symbolen, sondern auch von dem bereits
konsumierten Prafix der Eingabe abhangen. Hangt die Auswahl dagegen nicht wvarbdeeits kon-
sumierten Linkskontext ab, nennen wir die Grammatstark-LL (k).

Beispiel 3.3.1SeiG; die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen:

(stat) — if (Id) (stad) else (stap) |
while (Id) (stat |
{ (stats } |
Id =’ Id;

(staty — (stab (stats |

Die GrammatikG; ist eineL L(1)-Grammatik. Tritt(stat als linkestes Nichtterminal in einer Satzform
auf, dann bestimmt das néchste Eingabesymbol, welchenalige angewendet werden muss. Genauer
bedeutet das fir zwei Ableitungen der Form:

(stah == w (stah @ = wha == wz
lm lm lm
(stab == w (stah @ = wya == wy
lm ilm im
dass ausc|; = y|; folgt, dassg = ~ ist. Ist z.B.z|y = y|y = if, dann istg = ~ =
if (Id) (stat else (stay. O

Beispiel 3.3.2Nun fligen wir zu der Grammatik; aus Beispiel 3.3.1 die folgenden Produktionen
hinzu:
(stay — Id: (stah | // markierte Anweisung

Id (1d); //  Prozeduraufruf

Die Grammatik’s, die wir so erhalten, ist keinBL(1)-Grammatik mehr. Denn es gilt:
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B
* *
(sta = w (stah a = wld'='ld;a = wx
lm lm lm
Y
* — *
(sta) = w (stab « = wld: (stah « = wy
lm lm lm
)
* /_/H *
(sta)y = w (stah @« = w Id(Id); « — w=z
lm lm lm

wobei z|; = y|; = z|1 = Id, aberg, ~, § paarweise verschieden sind.
G- ist aber eind. L(2)-Grammatik. Fir die drei eben angegebenen Linksableitusipe

$|2 = |d/:/ y|2 =Id : Z|2 = |d(
paarweise verschieden. Und dies sind tatsachlich dieganiritischen Falle. O
Beispiel 3.3.3G3 enthalte die Produktionen

(stay — if ({var)) (stab else (stab |
while ({var)) (stat

|
{ (stats } |
(var)'='(var); |
(var);

(staty — (stab (stat9 |

(var) — Id |
1d() |
Id({vars))

(vars) — (var), (vars |
(var)

Die GrammatikGs ist fir keink > 1 eine LL(k)-Grammatik. Nehmen wir fiir einen Widerspruch an,
G5 wére eineL L(k)-Grammatik fur eirk > 0.

Sei (stay = 3 % x und(stab = % y mit
z=1d(ld,1d,...,1d)'="1d; undy = Id (Id, Id, . . ., Id);
¥ ¥
Dann gilt zwarz|;, =y, aber
B = (var)'="(var) v = (var);
und damitg #~. 0O

Zu der Spraché (G3) der GrammatikG's kann allerdings einé L(2)-Grammatik aus der Grammatik
G'3 durch durchFaktorisierungkonstruiert werden. Kritisch it73 sind die Produktionen fir die Wert-
zuweisung und den Prozeduraufruf. Faktorisierung fasstejigssame Anfange solcher Produktionen
zusammen. Auf diesen gemeinsamen Préafix folgt ein neuedtsliotinalsymbol, aus dem die unter-
schiedlichen Fortsetzungen abgeleitet werden kdnnerPiduktionen:

(stat — (var)'="(var); | (var);

werden ersetzt durch:

(stat — (var) Z

Z — /= (var); |;
Jetzt kann einLL(1)-Parser zwischen den kritischen Alternativen mit Hilfe déchsten Zeichehd
bzw. ; entscheiden.
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Beispiel 3.3.4SeiG4 = ({S, A, B},{0,1,a,b}, P4, S), wobei die MengeP, der Produktionen gege-
ben ist durch:

S — A|B

A — aAb|0

B — aBbb|1

Dann ist
L(Gy4) = {a"0b" | n > 0} U {a"16*" | n > 0}

undG, ist keineL L(k)-Grammatik fur irgendeit > 1. Um das einzusehen, betrachten wir die beiden
Linksableitungen:
§= 4 l:> akob*

S =B l:> ak1b2*

Da fur jedesk > 1, (a*0b%)|,. = (a*16%%)|,. gilt, aber die rechten Seites und B fir S verschieden
sind, kannG, fur keink > 1 eine L L(k)-Grammatik sein. In diesem Fall kann man sogar zeigen, dass
es zu der Sprachk(G,) fur keink > 1 eine LL(k)-Grammatik gibt. O

Satz 3.3.1Die reduzierte kontextfreie Grammatik = (Vn, Vi, P,.S) ist genau dann einéL(k)-
Grammatik, wenn fur jeweils zwei verschiedene ProduktinAe— 5 und A — ~ von G gilt:

firsty,(Ba) N firsty(ya) = 0 fiir alle e mit S l: wAa

Beweis. Zum Beweis der Richtung2-”"  nehmen wir anG sei eineLL(k)-Grammatik, es exi-
stiere aber ein: € first,(Ga) Nfirst, (ya). Nach Definition vorfirst,, und wegen der Reduziertheit von
G gibt es dann Ableitungen:

S l:;> uAo ﬁ ufa l:;> uzTyY

S == uAo = uya = uxrz,
im im lm

wobei in dem Fall, dasi| < k ist,y = z = ¢ gelten muss. Aug # ~ folgt, dassG keine LL(k)-
Grammatik sein kann —im Widerspruch zu unserer Annahme.
Zum Beweis der anderem Richtung=Z " nehmen wir anG sei keineL L(k)-Grammatik. Dann
gibt es zwei Linksableitungen
Sl::quaﬁuﬂa%uz

S == vAa = uya = uy
lm lm lm

mit x|, = y|x, wobeid — 3, A — ~ verschiedene Produktionen sind. Dann ist aber das Wert
yli in first,(Ba) N first, (ya) enthalten — im Widerspruch zu der Aussage des Satzes.

Satz 3.3.1 besagt, dass in eirdek(k)-Grammatik die Anwendung zweier verschiedener Produktio-
nen auf eine Linkssatzform immer zu verschiedehdtrafixen der restlichen Eingabe fiihrt. Aus Satz
3.3.1 kann man gute Kriterien fir die Zugehdrigkeit zu geersTeilklassen det L(k)-Grammatiken
ableiten. Die ersten betreffen den Hah= 1.

Die Mengefirst; (Ba) N first; (ya) fur alle Linkssatzformem Ao und je zwei verschiedene Alter-
nativen4 — G und A — ~ l&sst sich zdirst, (3) N firsty () vereinfachen, wenn wedgrnoch~ das
leere Worts produzieren. Dies ist dann der Fall, wenn kein Nichtterinitma G e-produktiv ist. Fur
die Praxis ware es jedoch eine zu starke EinschrankuRgoduktionen zu verbieten. Betrachten wir
deshalb den Fall, dass eine der beiden rechten Seibew. v das leere Wort produzieren kann. Produ-
zieren sowohps als auchy das leere Wort, kan@ keine L L(1)-Grammatik sein. Nehmen wir deshalb
an, dass? = ¢, dass sich aber augnicht ¢ ableiten lasst. Dann aber gilt fiir alle Linkssatzformen

uAa, v’ Aa’:
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firsty (Ba) Nfirsty (ya) = firsty (Ba) N firsty (y) ©1 firsty (o)
= first; (Ba) N firsty(7)
= first; (Ba) N firsty (ya)
=0

Daraus folgt aber, dass

firsty () ©1 follow; (A) N first;(y) ©; follow; (A)
= U{firsti(Ba) | S l:*> uAa}t N J{first; (yo') | Sl:*> u' Ao’}

=0
Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.3.2Eine reduzierte kontextfreie Grammacikist eineL L(1)-Grammatik genau dann, wenn fiir
je zwei verschiedene Produktiondn— 5 und A — ~ gilt:

first; (8) @1 followy (A) N firsty () © follow, (A) =0 .
O

Im Gegensatz zu den Charakterisierungen aus dem Satz &s8tkich die Charakterisierung aus Satz
3.3.2 leicht Uberprifen. Wenn wir zusatzlich die Eigen$temeder 1-Konkatenation in Betracht ziehen,
erhalten wir sogar eine noch etwas handlichere Formulgerun

Korollar 3.3.2.1 Eine reduzierte kontextfreie Grammatkist genau dann einéL(1)-Grammatik,
wenn flr alle Alternativel — a4 | ... | o, gilt:

1. firsty(aq), ..., first; (a,,) sind paarweise disjunkt; insbesondere enthélt héchsteaslieser Men-
gene;
2. Gilte € first; («;), dann folgtfirst; (a;) Nfollow; (A) = @ furallel < j <n, j#i. O
Die Eigenschaft aus dem Satz 3.3.2 verallgemeinern wir eligltige Vorausschaulangén> 1.

Eine reduzierte kontextfreie Grammatik = (Vn,Vr, P,S) heiRtstarke L L(k)-Grammatik,
wenn flr je zwei verschiedene Produktionén- 3 und A — ~ eines Nichtterminalsl stets

first,(3) @ followy (A) N first,(y) @ followy (A) = 0

gilt.

Gemal dieser Definition und Satz 3.3.2 ist jédg(1)-Grammatik eine starké L(1)-Grammatik.
Firk > 1ist eineL L(k)-Grammatik jedoch nicht automatisch bereits eine stérkék)-Grammatik.
Der Grund dafir ist, dass die Men@alow;(A) die Folgeworte ausllen Linkssatzformen mit4
enthalt: in derl. L(k)-Bedingung treten jedoch nur Folgeworteeiner Linkssatzform auf.

Beispiel 3.3.5SeiG die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen
S — aAaa | bAba A—b|e

Wir Uberpriifen:

1. Fall: Die Ableitung fangt mitS = aAaa an. Dann gilt:  firsta(baa) N firsta(aa) = 0.
2. Fall: Die Ableitung fangt mitS = bAba an. Dann gilt: firsty(bba) N firsty(ba) = 0.

Also ist G nach Satz 3.3.1 einBL(2)-Grammatik. Die Grammatiks ist jedoch keine stark&L(2)-
Grammatik, denn
firsta(b) ©2 follows(A) N firsty(e) ©2 followy(A)

= {b} ®2{aa,ba} N {e} ®3{aa,ba}

= {ba,bb} N {aa,ba}

= {ba}
In dem Beispiel istollow; (A) also zu undifferenziert, da es die terminalen Folgewotusammenfasst,
die beiverschiedeneBatzformen mdglich sind. O
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3.3.3 Linksrekursion

Parser, die den Syntaxbaum fir die Eingédggdownkonstruieren, kdnnen nicht miinksrekursiven
Nichtterminalen umgehen. Eine Nichttermindleiner reduzierten kontextfreien Grammafikheif3t

dabei linksrekursiv, wenn es eine Ableitudg== A7 gibt.

Satz 3.3.3Sei G eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Falls ein Niami@al der GrammatilG
linksrekursiv ist, istG fur keink > 1 eine L L(k)-Grammatik.

Beweis. SeiX ein linksrekursives Nichtterminal der Grammadik Zur Vereinfachung nehmen wir
an, dasgx direkt eine ProduktiodlX — X 3 besitzt. DaG reduziert ist, muss es eine weitere Produk-
tion X — o geben. Tritt in einer LinkssatzfornX auf, d.h. gilt.S l:*> uX~, kann beliebig oft die

Alternative X — X 3 angewandt werden. Fur jedes> 1 gibt es damit eine Linksableitung:
Sl:*>wX'yl:n>wXﬁ"'y .
Nehmen wir an, die Grammatik ware einel L(k)-Grammatik. Dann ist nach Satz 3.3.1
first, (X" 1y) Nfirst,(af™y) = 0
WegenX — «ist

firsty (8™ 1y) C firsty (X 3" 1)
Also ist auch

firsty (8" 1) Nfirsty (a8"y) = 0
Falls 3 = ¢ gilt, erhalten wir sofort den Widerspruch. Andernfalls Wgihwir » > k& und erhalten
ebenfalls einen Widerspruch. Folglich kafirkeine LL(k)-Grammatik sein. O

Wir schlieBen, dass kein Generator fliL.(k)-Parser linksrekursive Grammatiken behandeln kann.
Jede Grammatik kann jedoch in eine Grammatik transformiertlen, die nicht mehr linksrekursiv ist,
aber die gleiche Sprache beschreibt. Nehmen wir zur Vexelining an, die Grammat® habe keine
e-Produktionen (siehe Auf@?) und auRerdem keine rekursiven Kettenproduktionen, &.gite kein

NichtterminalA mit A :2> A. SeiG = (Vy, Vr, P, S). Dann konstruieren wir zG: eine kontextfreie

GrammatikG’ = (Vy,, Vp, P’,S) mit der gleichen Meng&7 an Terminalsymbolen und dem gleichen
StartsymbolS, dessen Meng¥y; an Nichtterminalsymbolen gegeben ist durch:

Vi =VyU{(A,B)|ABeVy}

und P’ aus den folgenden Produktionen besteht:

e IstB — af € P furein Terminalsymbot € Vr, dannistA — af (A, B) € P’ furjedes
AcVy,

e IstC — Bp € P,dannisf{A, B) — 3(A,C) € P’;

e SchlieBlichist{A, A) — e € P'fliralle A € Vy.

Beispiel 3.3.6 Fur die Grammatikz, mit den Produktionen:

E—E+T|T
T—T«F|F
F— (B)|Id

erhalten wir nach Beseitigung der nichtproduktiven Nicmiaale:
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E

— (E)(E,F) | d(E,F)
(E, F) — (E,T)
(E,T) — «F(E,T)| (E,E)
(E,E) — +T(E,E) | e
T — (E){(T,F)|d{(E, F)
(T, F)y — (T,T)
(T, Ty — xF(T\T) | e
F — (E)(F,F)|Id(F,F)
(F, F) — €

Die GrammatikG bendtigt drei Nichtterminale und sechs Produktionen, den@natikG, , bendtigt
dagegen neun Nichtterminale und funfzehn Produktionen.

Den Syntaxbaum fltd + Id gemaRG, zeigt Abbildung 3.11(a), denjenigen geméa¥; dage-
gen Abbildung 3.11b). Dieser Ableitungsbaum hat eine deutlich andere Strukituitiv erzeugt die
Grammatik direkt das erste mogliche Terminalsymbol, unndd@ickwarts die Reste der rechten Sei-
ten aufzusammeln, die rechts auf das jeweilige Nichttesiaymbol links folgen. Das Nichtterminal
(A, B) steht deshalb fiir die Aufgabe, von dépraus zuriick zuA zu gelangen. O

Wir Uberzeugen uns, dass die Grammatik die wir zu der Grammatik? construiert haben, die fol-
genden Eigenschaften besitzt:

e Die GrammatikG’ enthéalt keine linksrekursiven Nichtterminale.
e Es gibt eine Linksableitung
A== By =—>afy

genau dann, wenn es eine Rechtsableitung

A=>af (4, B) ? afy (A, A)

gibt, bei der nach dem ersten Schritt nur NichtterminaleFaem (X, Y') ersetzt werden.

Aus der letzten Eigenschaft folgt insbesondere, dass dien@atikenz und G’ aquivalent sind, d.h.
dassL(G) = L(G’) qilt.

In einigen Fallen ist die Grammatik nach Beseitigung dekkmkursion eind. L(k)-Grammatik.
Dies ist etwa fiir die Grammati&, aus Beispiel 3.3.6 der Fall. Die Transformation zur Begeiig
der Linksrekursion hat jedoch auch Nachteile. &a&lie Anzahl der Nichtterminale. Dann kann sich
sowohl die Anzahl der Nichtterminale wie der Produktionen einen Faktom + 1 erhdhen. Bei
grofRen Grammatiken wird es sich deshalb i.A. nicht lohnenTdansformatiomanuellauszufuhren.
Ein Parsergenerator kdnnte dagegen diese Transformatioelvmen, um automatisch aus dem Ablei-
tungsbaum fir die transformierte Grammatik einen Ableggbaum fir die urspringliche Grammatik
zu rekonstruieren (siehe AufgaB@ des ndchsten Kapitels). Dem Benutzer bliebe die Transfisma
der Grammatik, die der Parser aus rein pragmatischen Gniimataimmt, damit verborgen.

Wie sehr sich der Syntaxbaum eines Ausdrucks gemaR defdramerten Grammatik von dem
Synta gemass der urspringlichen Grammatik unterschéidstriert Beispiel 3.3.6: der Operator sitzt
etwas isoliert zwischen seinen weit entfernten Operandigre Alternative zur nachtraglichen Elimi-
nierung der Linksrekursion sind Grammatiken megularenrechten Seiten, wie wir sie im nachsten
Abschnitt betrachten werden.

3.3.4 Rechtsregulare kontextfreie Grammatiken

Linksrekursion wird oft fir Auflistungen benutzt, etwa voarBmeterspezifikationen in einer Funk-
tionsdeklaration oder aktuellen Parametern in einem Romgaufruf, von Indexausdriicken in einem
mehrdimensionalen Feldzugriff oder von arithmetischeifalisdriicken, die durch den gleichen (as-
soziativen) Operator verknipft sind. Diese Félle konnegr @loich elegant durch regulére Ausdriicke
regulare Ausdriicke auf den rechten Seiten von Produktibaschrieben werden.
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Abb. 3.11. Syntaxbaum fitd + Id bzgl. der Grammatiks, aus Beispiel 3.3.6 bzw. der zugehdrigen Grammatik
ohne Linksrekursion.

Eine rechtsregulérekontextfreie Grammatik ist ein Tupél = (Vy, Vp, P, S), wobeiVy, Vi, S wie
Ublich die Menge der Nichtterminale, die Menge der Termegnahd das Startsymbol sind, aher:
VN — RAnNun eine Abbildung der Nichtterminale in die MenB& der regularen Ausdriicke Uber
VN U Vpist. Ein Paa( X, r) mit P(X) = r schreiben wir auctk’ — r.

Beachten Sie, dass die Menge der Produktionen auch beiren@ialen kontextfreien Grammatik
als eine Abbildund’y — RAaufgefasst werden kann, wenn wir die verschiedenen Altearaflr
ein Nichtterminal mithilfe des Alternativoperators zu@imreguléren Ausdruck zusammenfugen.

Beispiel 3.3.7 Eine rechtsregulare kontextfreie Grammatik fur arithsete Ausdriicke ist gegeben
durch:
Ge = ({SanTvF}v {Ida (7)a+a _5*7/}5P; S)

mit der Menge der Produktiond:

S—F
E—T{+|-}T}
T — F{{«[/} F}"
F— (E)|d
Um die runden Klammerfiund) unter den Terminalsymbolen von den Metasymbolen zur Natigr

regulérer Ausdriicke zu unterscheiden, verwenden wir liéelatazeichemgeschwungenklammern
{und}. O

Fur eine rechtsregulére kontextfreie Grammatik definiev@neine Relation? auf Wortern aus
(VN U Vp)* durch:

wXﬁﬁwaﬁ sofern  a € L(P(X))
Dabei ist L(r) die Sprache, die durch den reguléren Ausdrudkeschrieben wird. Gilﬁlﬁ B

sagen wir,3s wird in einem Schritt aug; abgeleitet. Die reflexive, transitive Hulle vo;?l:> nennen
,lm
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wir regulére Linksableitung und bezeichnen sie mit . Die Relationen—> und == setzen wir

,tm stm stm

auf Paare von regularen Ausdriicken und Wértern fort durch:

r==>0 sofern B —>f fureins €L(r)

bzw.
r=03, sofern [ }% By fureinp, € L(r)

R,lm
Dann ist die vorty definierte Sprache gegeben durch:
L(G) ={weVy | S = uw}

Beispiel 3.3.8Eine regulare Linksableitung zum Wadt+ Id « Id der GrammatilG. aus Beispiel 3.3.7
ist etwa gegeben durch:

S :>E:>T+Tﬁ>F+T}ﬁ>|d+T

R,m  R,m
= Ild+FxF=Id+Id*« F=1Id+Id xId
R,lm R,Im R,Im

a

Anstelle einer eigenen Parserkonstruktion fir Grammatiké reguléren rechten Seiten stellen wir
eine Konstruktion bereit, die solche Grammatiken durchmade kontextfreie Grammatiken simuliert.
Dazu konstruieren wir zu jeder rechten Seite einen endli¢ghitomaten. Diesen endlichen Automa-
ten erhalten wir aus dem endlichen Automaten, den wir in #hgi.2 fir einen regularen Ausdruck
konstruiert haben, indem wir zusatzlich didJbergange beseitigen. Seein regularer Ausdruck tiber

VN UVpundM = (Q, VN UVr, A, qo, {qs}) der endliche Automat zt1 gemaf der Konstruktion aus

dem Kapitel 2.2. Dann definieren wir einetireien endlichen Automaten

MT = (Qla VN U VT7 Alv Q6a F/)
wie folgt:

[ ] q(/) = qo-

e (' und A’ sind die kleinsten Mengen fir die das folgende gilt. Der Agfszustand; istin @Q'. Ist
weiterhing € Q’, (¢,e,q1) € A* und(q1, X, p) € A fir ein Nichtterminal- oder Terminalsymbol
X, dannistauch € Q" und(q, X,p) € A'.

o F"={qeQ |(g¢,qr) € A*}.

Beispiel 3.3.9Betrachten wir den reguléren Ausdruck= T{{+ | —}T'}*. Die beiden endlichen
Automaten zu mit und ohnes-Ubergénge zeigt Abbildung 3.12. Allefreien endlichen Automaten
zu den reguléaren rechten Seiten der Gramm@tikzeigt Abbildung 3.13. Beachten Sie, dass gemaf
seiner Definition der endlichen Automat ohsJbergange im Allgemeinen einige Zustande weniger
besitzt als der endliche Automat’ mit e-Ubergangen. In unserem Fall sind die Zustande 2 und 5
weggefallen.

In unserem Beispiel bleiben dabei auch weniger Ubergangg. idie Beseitigung der-Ubergange
kann jedoch die Anzahl der benétigten Ubergénge aubbihen O

Die Zustande des-freien endlichen Automatef/,. entsprechen den Endpunkten von Kanten des end-
lichen Automaten zu dem regulédren Ausdruckan denen ein Symbol gelesen wird. Offenbar gilt
L(M,) = L(M) = L(r).

Sei nunG = (Vy, Vr, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit rechtsreguléren Produign. Neh-
men wir an, die Mengen der Zustande der Automalés 4, A € NV, seien paarweise disjunkt. Den
Anfangszustand des Automatéfi( 4y bezeichnen wir dabei mits. Seien, A, F' die Vereinigungen
der Mengen der Zustande, der Ubergangsrelationen und diugtéande der Automate p( ). Zu
der GrammatilG konstruieren wir dann eine normale kontextfreie Gramma@tik= (V},, Vp, P’, S).
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Abb. 3.12. Die beiden endlichen Automaten mit bzw. ohnébergénge fur den regularen AusdrueK{+ |

Ty
S:/@—E’
E/@ T @+|—@ T @
+1] -
- F |/ F
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[/

Id

!

F:/@g(@E@)

Abb. 3.13. Die e-freien endlichen Automaten zu den rechten Seiten der Geiki@'. mit fortlaufender Num-
merierung der Zusténde, die keine Anfangszustande sind.

Die Menge der Nichtterminale der Grammafik ist gegeben durchy, = Viy U Q. Die MengeP’ der
Produktionen vorty’ ist gegeben durch:

A_>qA B AEVN
p—Xq , (pX,q9eA
p — € , peF

Man Uberzeugt sich, dadgG) = L(G’) gilt. Aus einer Linksableitung vori”’ 1&sst sich leicht eine
Linksableitung vonG rekonstruieren. Auf die Grammatik’ kdnnen wir nun z.B. die Konstruktion
einesLL(1)-Parsers aus dem nachsten Kapitel anwenden. Ist dieserlkiinst moglich, nennen wir
die GrammatikG eineRLL(1)-Grammatik.
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Beispiel 3.3.10 (Fortfuhrung von Beispiel 3.3.7)Unsere Konstruktion liefert die folgende Gramma-
tik:

S —Zg E — Zg
Zs — EZy Zp — T7Z,
S — EZ Zy — +Zy | =2
Zy — € Zoy — T s
Zy — +Z2 | —Za e
T — Zr F — Zp
Zr — FZy Zp —1Id Zy | ( Z7
Zy —*xZs| | Zs Z; — EZg
Zs — Flg Zs — ) Zy

Zﬁ—>*Z5|/Z5|E Zg—>€

Um unsere Namenskonventionen flr kontextfreie Grammatikezuhalten, haben wir das Nichtter-
minal zu dem Zustandmit Z; bezeichnet. Didirst; - undfollow;-Mengen fir diese Grammatik sind
gegeben durch:

first;(S) = {ld, (} first;(E) = {ld, (}
firsty(Zg) = {Id, (} firsty(Zg) = {Id, (}
firsty (Zy) = {e} firsty(Z1) = {+,-}
first;(Z2) = {Id, (}
firsty(Z3) = {e}
firsty () = {Id, (} firsty (F') = {lId, (}
firsty (Z1) = {Id, (} firsty(Zp) = {Id, (}
firsty(Z4) = {x,/} firsty(Z7) = {ld, (}
first;(Z5) = {ld, (} first;(Zs) = {)}
firsty(Zs) = {¢} firsti(Zg) = {e}
sowie:
follow; (S) = follow; (Zs) = follow, (Zy) = {#}
follow, (E) = follow; (EZ) = follow, (Z;) = follow, (Z>) = follow:(Z3) = {#,)}
follow; () = follow, (7'Z) = follow, (Z,) = follow; (Z5) = follow (Zs) = {+,—,#,)}
follow; (F') = follow; (ZF) = follow; (Z;) = follow; (Zg) = follow; (Z9) = {x,/,+,—, #,)}

Die kontextfreie Grammatik, die wir zG', konstruiert haben, ist somit eirdel,(1)-Grammatik. O

3.3.5 StarkeLL(k)-Parser

Die Struktur eines Parsers flr starké (k)-Grammatiken zeigt Abbildung 3.14. Von der Eingabe auf
dem Eingabeband ist der Préfixbereits gelesen. Die restliche Eingabe beginnt mit eingifir der
Langek. Der Keller enthalt eine Folge von Items der kontextfreiear@matik. Das oberste Item, der
aktuelle Zustand’, bestimmt, ob als néchstes

e das nachste Eingabesymbol gelesen,
e auf das Ende der Analyse getestet oder
e das aktuelle Nichtterminal expandiert werden soll.

Bei einer Expansion verwendet der Parser die Parabelle um die richtige Alternative fur das Nicht-
terminal auszuwahlen. Die Parser-Tabelle ist ein zweidimensionales Feld, dessen Zeilen durch
Nichtterminale und dessen Spalten durch Worter der Langei(mal) & indiziert werden. Sie repréa-
sentiert eine Auswabhlfunktion

VN X VTS#'Z — (Vp UVN)* U {error }
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Eingabeband

HEEEN

Ausgabebanc

Parser—Tabelle

Kontrolle

Keller

Abb. 3.14. Schematische Darstellung eines starkdi( k)-Parsers.

die jedem Nichtterminal die Alternative zuordnet, die bei degebenen Vorausschau ausgewahlt wer-
den soll — oder einen Fehler anzeigt, falls es keine pasgdietaative gibt. Se[X — (3.Yv] das ober-
ste Item auf dem Keller und der Préfix der Langg der restlichen Eingabe. G [Y, u] = (Y — «),
dann wird[Y" — .a] neues oberstes Kellersymbol und die Produkfior- « auf das Ausgabeband
geschrieben.

die Tabelleneintrage in/ werden fir ein Nichttermindl” auf die folgende Weise berechnet. Seien
Y — a1 | ... | « die Alternativen firY. Bei einer starkerl L(k)-Grammatik sind die Mengen
firsty(c;) ® follow, (Y') disjunkt. Fir jedes: € firsty(a1) ©f follow(Y) U ... U firsty(a,) Ok
followy, (V) ist deshalb:

MY, u] «— o gdw.  w € firsty(a;) O follow ()

Andernfalls wirdM[Y, u] < error gesetzt. Der Eintrag/[Y, u| = error bedeutet, dass das aktuelle
Nichtterminal und das Prafix der restlichen Eingabe niclsammenpassen. Ein syntaktischer Fehler
liegt vor. Deshalb wird eine Fehlerdiagnose- und -behamgiitoutine gestartet, die eine Fortsetzung
der Analyse ermdglichen soll. Solche Verfahren werden imchinitt 3.3.6 beschrieben.

Furk = 1ist die Konstruktion der Parser-Tabelle besonders einfaglgen Korollar 3.3.2.1 kommt
sie ohnek-Konkatenation aus. Stattdessen reichtes,f Enthaltensein in einer der Menginst; («; )
bzw. gegebenenfalls nodbllow, (V') zu testen.

Beispiel 3.3.11Tabelle 3.3 ist did.L(1)-Parser-Tabelle fiir die Grammatik aus Beispiel 3.2.13ellab
3.4 beschreibt den Lauf des zugehorigen Parsers fur di@béld = Id#. O

Anstelle mit Hilfe eines iterativen Treiberprogramms, das Kellerexplizit verwaltet, lasst sich ein
LL(k)-Parser auch durch emekursivesTreiberprogramm implementieren. Einen solchen Parser nen
nen wir Recursive-Descent—ParsaNir betrachten nur den Fall = 1 und nehmen an, wir hétten
bereits diefirst;-und follow; -Mengen berechnet und die Tabellé[X, a] aufgestellt. Das rekursive
Treiberprogramm ist dann gegeben durch:
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L ¢ 1O [ + * [ # ]
S E error error error E error
E ||(E)(E,F)|error error error  |ld (E, F)| error
T ||(E)(T,F)|error error error  |Id (T, F)| error
F ||(E)(F,F)|error error error |ld (F, F)| error

(E,F)|| error |(E,T)| (E,T) (E,T) error |((E,T)

(E,T)|| error |(E,E)| (E,E) |«xF(E,T)| eror |[(E,E)
(E,E)|| error e |+T(E,E)| error error €
(T,F)|| eror |({(T.T)| (T.T) (T, T) error | (T,T)
(T,T) error € 5 « F (T, T)| error 5
(F,Fy|| error € 5 € error 5

Tabelle 3.3. LL(1)-Parsertabelle fur die Grammatik aus Beispiel 3.2.13.

Kellerinhalt Eingabe

[S — .E] Id = |d#

[S — .E][E— Id(E, F)] Id = |d#

[S— .E][E—Id. (B, F)] *ld#

[S— .E][E—Id. <E F)(E,F) — .(E,T)] wld#

[S— .E|[E—Id.(E,F)|](E,F)— .(E,T)](E, T) — .* F(E,T)] «ld#

[S— .E][E—Id.(E,F)|](E,F)— .(E,T)](E, T) — % .F(E,T)] Id#

[S— .E][E—Id.(E, F)][(E, F) — (E,T)J(E,T) — *.F(E,T)][F — .Id{(F, F)] Id#

[S— .E][E—Id. <E F)(E,F) — (E,T)](BE,T) —» = .F(E, T)|[F — Id. (F, F)] #

[S— .E][E—Id.(E,F)][(E, F) — (E,T)J(E,T) — = .F(E,T)|][F —Id.(F, F)](F,F) — ] #

[S— .E][E—Id.(E,F)](E,F)— .(E,T)](E, T) — %= .F(E,T)|][F — Id(F, F) ] #

[S— .E][E—Id. <E (B, F)— (E,T)](E,T) — = F.(E,T)] #

[S— .E][E—d.(E,F)][(E,F)— (E,T)](E,T) — = F.(E, T)](E,T) — .(E, E)] #

[S— .E][E—Id.(E,F)](E,F)— .(E,T)](E, T) — « F.({E,T)|(E,T) — . (E, E)][(E,E) — .]|#

[S— .E|[E—Id.(E, )](E, F) H»<E7T>][<E-,T> — *x F.(E,T)](E,T) —(E, E) ] #

[S— .E][E—Id. <E F)(E, F (B, TY(E,T) — *= F(BE,T).] #

[S— .E][E—Id.(E,F)][(E,F)—(E,T).] #

[S— .E][E —Id(E,F) ] #

[S— E.] #
Ausgabe:

(S—FE)(E—Id(E,F)) (E,F) —

(F,F) —

(E,T)) (B, T) — +F (E,T)) (F — Id (F, F))
e) (E,T) —

(E,E)) (E,E) —¢)

Tabelle 3.4. Parserlauf fur die Eingabéd « Id#

enum result { error; accept; }

terminal nextsymbol,

enum result parse() {

nextsymbol « scan();

enum result r < process(S);

if (r = error) return error;

if (nextsymbol =

else return error;

}

Die Funktionprocess() analysiert die einzelnen Nichtterminale:

#) return accept;

77
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enum result process(nonterminal X) {
string(symbol) «;
symbol Y
if (M[X, nextsymbol]) = error) { output(”...”); goto err; }
a «— M[X, nextsymbol]; output(X — «);
enum result r;
while (a #¢){
Y « hd(a); a«tl(a);
if (is_terminal(Y))
if (Y = nextsymbol) nextsymbol — scan();
else { output(”...”); goto err; }
else {
r « process(Y);

if (r = error) goto err;

}

return accept;

err : return error;

}

Die Hilfsfunktionscan() stellt das jeweils nédchste Symbol aus der Eingabe zur VerfgigDer Da-
tentypenum result fasst die méglichen Ergebnisse der Analyse zusammen. én piaktischen Im-
plementierung wird man im Erfolgsfall nicht nur die Melduagceptzurick liefern, sondern eine
(gegebenenfalls bereits weiter verarbeitete) Reprasentdes Syntaxbaums. Entsprechend sollte auch
im Fehlerfall dem Anwender detaillierte Informationen tidee Stelle zuriick geliefert werden, an der
der Fehler auftrat. Gegebenenfalls sollte im FehlerfalAlnalyse auch nicht sofort beendet werden.
Entsprechende Techniken werden im Abschnitt 3.3.6 betiiande

Wie die iterative Implementierung déd.(k)-Parsers kann die rekursive Implementierung automa-
tisch aus einer starkehL (k)-Grammatik und ihreffirst,- undfollow;-Mengen erzeugt werden. Die
rekursive Implementierung kann noch weiter spezialisienden, indem die Funktion

enum result process(nonterminal X)

Zu einem System
enum result processy (), X € Vy

rekursiver Funktionen instantiiert wird. Die Funktiprocess () ist fur die Analyse von Worten fur
das NichtterminalX zusténdig. Im Rumpf der Funktioprocessy () wird das Nachschlagen in der
Tabelle M durch eine Fallunterscheidung ersetzt und die Iteraticer idle einzelnen Symbole der
ausgewahlten Alternative fir X zu einer Folge von Anweisungen abgewickelt. Fur die Gengnig
dieser Funktionen benétigen wir die folgenden Code-Géoefanktionen:

gen_proc X : generiert die spezialisierte Funktiprocess y ();
gen_alt o : generiert Code zur Abarbeitung der ausgewahlten Altesrat
gen_symb X : generiert Code fur ein Symbol in einer rechten Seite.

Nehmen wir an, die Alternativen fur das Nichttermidélseiena; | ... | o, unda,; = first;(«;) ®

follow; (X') das Terminalsymbol, bei dessen Vorausschau-tieAlternative ausgewdahlt wird. Dann
ist:
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gen_proc X = enum result processy () {
enum result r;

switch (nextsymbol) {

case aj : output(X — a1);
gen_alt oy

case a,, : output(X — ay);
gen_alt a,

default : output(“..."”);
goto err;

}

err . return error;

}

Der Code fur die einzelnen Alternativen wird dann auf digjéride Weise generiert:

gen_alt (X;...X;) = gen_symb X;

gen_symb X,

return accept;

gen_symb a = if (a = nextsymbol) nextsymbol «— scan();
else { output(”...”); goto err; }

gen_symb A r «— process 4 ();

if (r = error) goto err;

Unsere Konstruktionen vohL(k)-Parsern sind nur astarke L L(k)-Grammatiken anwendbar. Diese
Einschrénkung ist jedoch nicht so gravierend, wie es derciAgia hat:

e Der Fall, der am haufigsten in der Praxis vorkommkist 1. JedeL L(1)-Grammatik ist aber stets
eine starkd. L (1)-Grammatik.

e Wird dennoch eine Vorausschau> 1 bendtigt und ist die Grammatik L (%), aber nicht stark
LL(k), dann gibt es immerhin eine allgemeine Konstruktion, wiedeu Grammatik eine starke
LL(k)-Grammatik konstruiert werden kann, die die gleiche Spedwschreibt (siehe Aufgabe 7).

Wir verzichten deshalb darauf, das Parse-Verfahren firkesta L(k)-Grammatiken auf beliebige
LL(k)-Grammatiken zu verallgemeinern.

3.3.6 Fehlerbehandlung inL L(k)-Parsern

LL(k)-Parser haben die Eigenschaft dedsetzungsféhigen Prafixgeder von einent. L(k)-Parser
bestétigte Anfang eines Eingabewortes hat mindestensFairisetzung zu einem Satz der Sprache.
Obwohl Parser i.A. nur Fehlersymptome und nicht die Feld#yss finden, legt es diese Eigenschaft
nahe, auf Korrekturen in dem bereits gelesenen Teil derdbiagu verzichten und stattdessen durch
Veranderung oder teilweises Uberlesen der restlichendBiagvieder eine Parserkonfiguration zu su-
chen, aus der eine Analyse der restlichen Eingabe mégtiddas Verfahren, das nun vorgestellt wird,
bemiiht sich, durch méglichst geschicktes Uberlesen einémWs der restlichen Eingabe wieder eine
Kombination von Kellerinhalt und restlicher Eingabe hestelien, in der die Analyse zuende geftihrt
werden kann.

Eine naheliegende Vorgehensweise besteht darin, eindd&nadier oder ein Trennsymbol fur das
aktuelle Nichtterminal zu suchen und alle dazwischentiega Eingabesymbole zu Uberlesen. Wird



80 3 Syntaktische Analyse

kein solches Symbol gefunden, aber stattdessen ein alsdtigges Endesymbol fir ein anderes Nicht-
terminal, dann werden Eintrage im Keller so lange gelédubtlas zu diesem Endesymbol gehdrende
Nichtterminal oben auf dem Keller erscheint. Das hiel3e i€ @hnlichen Sprachen etwa:

Bei der Analyse einer Zuweisung nach einem Semikolon zuesuch

bei der Analyse einer Deklaration ein Komma oder ein Semikol

bei einer bedingten Anweisungen nach eiress,

zu einer 8ffnenden Klammérfir einen Block eine schlieBende Klamnjezu suchen.

Ein solcherPanik-Modushat jedoch mehrere gravierende Nachteile. Selbst wennetaggte Symbol
im Programm vorhanden ist, muss der Parser gegebenentillerg Folgen von Wértern ohne Analyse
Uberlesen, bis er das Symbol findet. Fehlt das Symbol ganzgedért es nicht zu der gegenwartigen
Inkarnation des aktuellen Nichtterminals, gerat der Rarsgst aus dem Tritt.

Unser Fehlerbehandlungsverfahren geht deshalb diffengearvor. Es verfligt iber zwei Modi, den
Parser-Modusund denFehler-ModusIm Parser-Modus fiir ein Nichttermin&l wird ein Wort fur X
analysiert, seit dem Beginn dieser Analyse ist noch keirgdnef entdeckt worden bzw. alle entdeckten
Fehler wurden (vermeintlich) vollstandig behandelt. Darger-Modus fuX wird verlassen, wenn ein
Wort fur X gefunden ist. Wurde der Parser-Modus in der Anfangskordigur gestartet, ist als&
gleich dem Startsymbol, ist das Ende der syntaktischeny&rarreicht — vorausgesetzt, die Eingabe
ist vollstandig abgearbeitet. Der Parser-Modus kanndifigs auch im Fehlermodus rekursiv gestar-
tet worden sein; dann wird nach seiner Beendigung auchidartiiiickgekehrt. In den Fehlermodus
wird bei Auftreten eines Fehlers gewechselt. Dann werdemn@chsten Eingabesymbole tiberlesen, bis
zu der aktuellen Analysesituation passende Endesymbéiaden wurden. Damit keine grof3en Ein-
gabeteile unanalysiert Giberlesen werden, wird rekursadleim Parser-Modus fir ein Nichtterminal
gewechselt, wenn eicharakteristisches Anfangssymlfial X gefunden wurde. Wie zwischen Parser-
und Fehlermodus gewechselt wird, zeigt Abbildung 3.15tBmd a x, ay bzw.az Anfangssymbole
undby, by bzw.bz Endesymbole fur die Nichtterminal€, Y bzw. Z.

P ) P P F F
Fehler 1 Fehler 2

Abb. 3.15. Schematische Fehlerbehandlung; die Abkurzungeand P stehen fur Fehler- bzw. Parser-Modi.

Das Zuruckschalten vom Fehler-Modus in den Parser-Modusignden eines charakteristischen
Endesymbols nennen whortsetzen bei einem Fortsetzungssymbals rekursive Umschalten vom
Fehler-Modus in den Parser-Modus beim Finden eines ctarstischen Anfangsymbolsufsetzen
bei einem Aufsetzsymbol

Wir betrachten zwei Klassen von Aufsetzsymbolen und und Kigssen von Fortsetzungssymbo-
len und modifizieren das rekursive Treiberprogrammilin 1)-Parser fur diese vier Klassen so, dass
die generierte L(1)-Parser das Fortsetzen bzw. Aufsetzen im Fehlerfall betieen. Der Generator
ist dabei auf Benutzerangaben angewiesen, welche fesflégewvelche Nichtterminale bzw. welche
Vorkommen von Nichtterminalen diese Fehlerbehandlungewsam werden sollen.

Eine Fehlermeldung fur ein Vorkommen eines Nichttermigalsoll nur einmal ausgegeben wer-
den, d.h. Folgefehlermeldungen fir den gleichen Fehlervauschiedenen Parserfunktionsaufrufen
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sollen vermieden werden. Den Parserfunktionsaufrufenzdidem aktuellen Aufrufrocess(X ) ge-
fuhrt haben, wird deshalb mitgeteilt, ob & ein Fehler entdeckt und gemeldet wurde, der sie auch
betreffen kann. In diesem Fall wurde innerhalb poocess(X ) in den Fehler-Modus gewechselt, aber
vor Beendigung voprocess(X ) nicht mehr verlassen.

Fortsetzen beilast-Symbolen

Nehmen wir an, der Parser ist dabei, ein Wort fiir ein Nichtteal X zu analysieren. Dabei sto3t er
auf einen Fehler, d.h. eine Situation, in der das nachstgabigsymbol nicht zum aktuellen Zustand
passt. Eine naheliegende Fehlerbehandlung besteht darirkehler zu melden und die nachsten Ein-
gabesymbole zu lUberlesen, bis ein Symbol gefunden wircthgsldas letzte Symbol in einem Wort
fr X sein kann. In einem C-Block wiirde man nach einer schlieeidEmmer} suchen, in einer
Parameterliste nach der Klammarsw. Dazu definieren wir in Analogie zu detfreienfirst;-Mengen
die e-freienlast;-Mengen.

Fir ein Wortw = ay ...a, € Vi#,n > 0,undk € N seiw|* derk-Suffixdes Wortsw, d.h.

|k ap...ay falls n<k
w =
ay...a, falls n >k

Fir ein NichtterminalX sei dann

lasty (X) = {w]* | X = w}

Die e-freielast;-Menge firX ist dann gegeben durch
efl(X) = last; (X)\{e}

Zur Berechnung dieser Mengen kdnnen geeignete Gleichystgsse aufgestellt werden, ganz analog
zu den Gleichungssystemen fur diest;- bzw. diee-freien first;-Mengen. Wir Uberlassen dies als
Ubung unseren Lesern.

Die Fortsetzung bdast-Symbolen kann implementiert werden, indem die Funkgiarzess() der
Abschnitt zur Behandlung eines gefundenen Fehlers emveite:

err : while (nextsymbol & efl(X) U {#}) nextsymbol — scan();
if (nextsymbol & efl(X)) return error;
nextsymbol < scan();

return accept;

Nach Finden eines Symbols atf§ X') wird angenommen, dass ein erfolgreiches Fortsetzen ineRars
Modus mdglich ist und keine weitere Fehlerbehandlung ddeshAufrufer vonX erforderlich ist.

Ideal fur diese Fehlerbehandlung sind Klammern, die eitigeinem Nichtterminal zugeordnet
werden konnen. Nicht alle Nichtterminale verfligen jedobkricharakteristischiast-Symbole. Vor-
sicht ist auch geboten bei rekursiven Nichtterminalenr KHamn es geschehen, dass eine Endklammer
der falschen Inkarnation des Nichtterminals zugeordned.videshalb sollten nur solche rekursiven
Nichtterminale fiir die Fortsetzung blaist-Symbolen ausgezeichnat werden, bei denen auch der An-
fang ihrer Worter erkannt werden kann. Der Benutzerfde§l )-Parser-Generators bzw. der Schreiber
der Eingabegrammatik sollten deshalb die Nichttermingézgizieren kénnen, bei denen eine Fortset-
zung Ubetfast-Symbole versucht werden soll. Im Folgenden bezeichnediwienge der Nichttermi-
nale, fur die eine Fortsetzung Bast-Symbolen gewlinscht wird, mast(G). In die Fehlerbehandlung
bauen wir dann eine entsprechende Fallunterscheidung ein.

Nichtlokale Fortsetzung beilast-Symbolen

Die bisher beschriebene Fehlerbehandlung setzt ein ziegrg&trauen in das Vorhandensein des
last-Symbols fur das aktuelle Nichtterminal. Es kdnnen aberi Bvebleme auftreten. Erstens kann
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der Syntaxfehler gerade darin bestehen, dass diaseSymbol fehlt. Zweitens kénnte das aktuelle
Nichtterminal gar kein charakteristischiast-Symbol besitzen, wie etwa das Nichtterminal fur arith-
metische Ausdrucke.

Deshalb werden Parserfunktionen zusétzlich in die Lagsetet, auch naclast-Symbolerumfas-
senderNichtterminale zu suchen. Betrachten wir Vorkommen vorhi@rminalen, die in dem schon
konstruierten Anfang der Linksableitung das aktuelle M&tminal produziert haben. Die zugehori-
gen Inkarnationen der Parserfunktion sind noch nicht betuad werden in die Fehlerbehandlung mit
einbezogen, wenn diese lokal in der aktuellen Funktiontmiabglich ist.

Dazu wird die Parserfunktioprocess() um einen weiteren Parameter erweitert, in dem die Menge
derlast-Symbole der umfassenden Nichtterminalvorkommen Ubengelerden. Im Fehlerfall beendet
die aktuelle Parserfunktion das Uberlesen der Eingabeslgmiicht nur, wenn sie ein eigenksst-
Symbol findet sondern auch, wenn sie eines der tibergebemeindByidentifiziert. Die entsprechend
modifizierte rekursive Treiberfunktigsrocess() sieht dann so aus:

enum result parse() {
nextsymbol «— scan();
enum result r <« process(S, {#});
if (r = error) return error;
if (nextsymbol = #) return accept;

else return error;

enum result process(nonterminal X, set(terminal) 1) {
set(terminal) lasts;
if (X €last(G)) lasts — [ Uefl(X);

else lasts < I;

err: if (X ¢ last(G)) return error;
while (nextsymbol & lasts) nextsymbol « scan();
if (nextsymbol ¢ efl(X)) return error;
nextsymbol < scan();

return accept;
}

Den unverénderten Mittelteil der Funkti@nocess() haben wir weggelassen. Ab der Marker steht
der Code fiir die Fehlerbehandlung. Falls das aktuelle Miohinal X nicht inlast(G) enthalten ist,
wird sofort ein Fehlerwert zurlickgegeben. Ist das elaté-Symbol, das in der Eingabe gefunden
wird, ausefl(X), wird dieses Zeichen konsumiert und daauteptzuriickgeliefert. Andernfalls wird
sofort ein Fehlerwert zurtickgeliefert. Dann testen dierAigr in der Reihenfolge der Ruckkehr, ob
das gefundene Symbol fiir sie d#@st-Symbol ist.

Fortsetzung beifollow-Symbolen

Eine Fehlerbehandlung nur Uber Fortsetzunglést-Symbolen ist oft unzureichend. Ausdriicke ha-
ben i.A. keine charakteristischen Endesymbole. Sie komaen in verschiedenen Kontexten vor, in
denen Symbole auf sie folgen mussen, die sehr aussaggKtiftlie syntaktische Position sind. Dazu
gehoren Zuweisungen (gefolgt von einem Semikolon), Patenpesitionen (gefolgt von einem Kom-
ma oder einer schlieRenden Klammer), Bedingungeah-finweisungen (gegebenenfalls gefolgt von
then). Deshalb nehmen wir eine Fortsetzung Baligesymboleihinzu. Folgesymbole fur ein Vorkom-
men des Nichtterminal¥ sind alle Symbole, die auf dieses Vorkommen in Satzformégefokénnen.
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Der Benutzer sollte wieder spezifizieren, fur welche Niehittinale er eine Fortsetzung bei Folgesym-
bolen wiinscht. Die entsprechende Menge bezeichnen wiohaw (G).

Das rekursive Treiberprogramm fill.(1)-Parser wird ein weiteres Mal abgeandert, um die Fort-
setzung bei Folgesymbolen zu ermdglichen. Der Parseifimfstocess() wird in einem weiteren Pa-
rameter die Menge der Folgesymbole fiir das jeweilige angéteaorkommen vorX tbergeben. Die
entsprechend modifizierte Funktiprocess() ist gegeben durch:

enum result process(nonterminal X, set(terminal) 1, set{terminal) f) {
set(terminal) lasts, follows;
if (X €last(G)) lasts — lUefl(X);

else lasts «— [;

set(symbol) «;
symbol Y
a — M[X, nextsymbol]; output(X — «);
enum result r;
while (a #¢) {
Y « hd(a); a« tl(a);
if (is_terminal(Y))
if (Y = nextsymbol) nextsymbol — scan();
else { output(”...”); goto err; }
else {
if (Y € follow(G)) follows « first;(a) ®; follow; (X);
else follows « (J;
r « process(Y, lasts, follows);

if (r = error) goto err;

}

return accept;

err:  while (nextsymbol & lasts U f) nextsymbol — scan();
if (X € last(G) A nextsymbol € efl( X)) {
nextsymbol «— scan();
return accept;
}
if (X € follow(G) A nextsymbol € f) {
return accept; }

return error;

}

Aufsetzen bei Anfangssymbolen

An der Fehlerbehandlung, die wir bisher entwickelt hab#irt :#och, dass in einigen Situationen bei
der Suche nach einefast- oderfollow-Symbol zuviel Uberlesen wird. Ganze Anweisungen oder so-
gar Anweisungsfolgen kdnnen Ubersprungen werden, wenEmde einer bedingten Anweisung oder
eines Schleifenrumpfes gesucht wird. Ein spezielles Rrolititt bei rekursiven Nichtterminalen auf,
fur die die Fortsetzung bést-Symbolen spezifiziert ist. Bei geschachtelten Vorkommed die bis-

her entwickelte Strategie immer das erste Endesymbol naicRehlerstelle zum Fortsetzen benutzen,
auch wenn es zu einer tieferen Schachtelung gehért. Dagugetben sich oft Folgefehler.
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Beispiel 3.3.12Betrachten wir das folgende Programm:
... while ...{a:a—i—lTwhile AU U S

Der Fehler besteht darin, dass das Semikolon nach der Wegizung fehlt. Eine Fehlerbehandlung,
die nur auf der Fortsetzung Habkt-Symbolen beruht, wirde das Klammersympder inneren Schlei-
fe als Ende der uRReren Schleife auffassen und damit eirlgafEbler produzieren. Eine Fortsetzung
bei Folgesymbolen wiirde den gleichen Fehler machen od&egmkolon aus dem Rumpf der inneren
Schleife als Folgesymbol fur die Wertzuweisung benutzeres imm Wesentlichen dieselben Folgen
hatte. Diese falsche Fehlerbehandlung kann vermiederamewenn der Beginn der inneren Schleife
erkannt wird und der Parser dort wieder in den Parser-Modchselt. O

Die Fehlerbehandlung wird darum so abgeandert, dass wieden Parser-Modus fir ein Nichttermi-
nalY gewechselt wird, wenn ein fiif charakteristisches Anfangssymigefunden wird. Dabei werden
nur solche Nichtterminal® in Betracht gezogen, die von dem aktuellen Nichtterminaiehbar sind.

In Beispiel 3.3.12 wéare das Nichttermin@lhile_stat) aus dem angefangenen, aber noch nicht be-
endeten Nichtterminglstat ableitbar. Damit kann bei dem Anfangssymiadiile des Nichtterminals
(while_staf aufgesetzt werden. Diese Wahl schlief3t eine Reihe von feditgen aus.

Bisher sah es so aus, als ob im Fehler-Modus nur Symboleg#eerivirden — was einem Loschen
der Symbole aus der Eingabe entspricht. Das Aufsetzenhegjetzt hinzugenommen wird, entspricht
dagegen haufig derinfligeneines oder mehrerer Symbole, in Beispiel 3.3.12 etwa derfugsm
eines Semikolons. Anfangssymbole, bei denen in einer Fehlation aufgesetzt werden soll, missen
die folgenden Anforderungen erfullen:

e Sie sollten ausschlieRlich als erste Symbole von Wortarhlithtterminale auftreten.
e Ist das aktuelle Nichtterminal, und sindY7, . ..,Y,, die ausX ableitbaren Nichtterminale, muss
jedes Anfangssymbol voR eindeutig einem deY; (1 < j < n) zugeordnet werden kénnen.

Wir nehmen an, dass der Benutzer unseres Generators eineefigeBEG(G) der Nichtterminale
spezifizierte, bei denen mit Anfangssymbolen wieder agizésverden soll.

Zur Formalisierung der Mengen von Anfangssymbolen de#miavir fir ein NichtterminalX die
Mengeer(X) C Vy als die Menge aller Nichtterminale, die in SyntaxbdumenXurorkommen
kénnen. SeBEGX) = er(X) N BEGG). Dann definieren wir die Menge deharakteristischen
Anfangssymbolgir das Nichtterminal” im Kontext des NichtterminalX als die Menge

begsymbs(X,Y) = eff(V)\ | J{eff(Z) | Z € BEG(X), Z # Y}
Die Menge aller charakteristischen Anfangssymbole im Ernhk ist dann gegeben durch:
begsymbs(X) = | J{begsymbs(X,Y) | Y € BEG(X)}

Die charakteristischen Anfangssymbole W6im Kontext X bilden eine Teilmenge der Mengé (Y').
Entfernt werden alle Symbole, die in déinst;-Mengen anderer, au& ableitbarer Nichtterminale
ausBEG(G) vorkommen. Spezifiziert der Benutzer ungliicklicherweiseedass die Nichtterminale
(stat) und (if _stat) beide iINBEG(G) sein sollen, entféllif als charakteristisches Anfangssymbol, da
es in derfirst;-Mengen beider Nichtterminale liegt.

Sei X das aktuelle Nichtterminal. Geht der Parser in den Fehleddd Uber, sucht er bei der
Fehlerbehandlung nun nicht niast- oderfollow-Symbole. Vielmehr berticksichtigt er auch die An-
fangssymbole ausegsymbs(X). Findet er ein Symbol ausegsymbs(X,Y'), geht er rekursiv in den
Parser-Modus fur das Nichttermingl Gber. Nach Konstruktion sind die Mengésgsymbs(X,Y)
und begsymbs(X, Z) fur alle Y # Z in BEGX) disjunkt. Damit bestimmt jedes Symbol aus
begsymbs(X') die Fortsetzung mit genau einem Nichtterminal. Sei

nonterminal recover(nonterminal X, terminal a)

eine Implementierung dieser Funktion.
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enum result process(nonterminal X, set{terminal) 1, set(terminal) f,set(terminal) b) {
set(terminal) lasts, follows, begins;
begins «— b U begsymbs(X);
if (X €last(G)) lasts — lUefl(X);

else lasts < ;

string(symbol) «;
symbol Y
if (M[X, nextsymbol]) = error) { output(”...”); goto err; }
a — M[X, nextsymbol]; output(X — «);
enum result T;
while (a #¢) {
Y «— hd(a); o« tl(a);
if (is_terminal(Y"))
if (Y = nextsymbol) nextsymbol «— scan();
else { output(”...”); goto err; }
else {
if (Y efollow(G)) follows — firsty(a)) ®1 follow; (X);
else follows + 0;
r « process(Y, lasts, follows, begins);

if (r = error) goto err;

}

return accept;

err:  while (nextsymbol & lasts U f) {
if (nextsymbol € begins)
if (nextsymbol € begsymbs(X)) {
Y « recover(X, nextsymbol);
process(Y, lasts, 0, begins);
} else return error;
nextsymbol « scan();
}
if (X €last(G) A nextsymbol € efl(X)) {
nextsymbol «— scan();
return accept;
¥
if (X € follow(G) A nextsymbol € f) return accept;

return error;

Weil der Kontext fuir das Nichtterminalsymbbl, das die Funktiomecover() zurtick liefert, unbekannt
ist, kann dem Aufruf vomrocess() fur Y nur die leere Menge von Folgesymbolen Gibergeben werden.
Aufsetzen bei Vorgangersymbolen

Im letzten Abschnitt wurde die Fehlerbehandlung so erwtgitiass sie im Fehler-Modus wieder auf-
setzte, d.h. in den Parser-Modus fir ein Nichttermiialbmschaltete, wenn ein charakteristisches
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Anfangssymbol fury” gefunden wurde. Es kommt jedoch héaufig vor, dass Nichtterimikeine cha-
rakteristischen Anfangssymbole besitzen, aber dafir $jenklie einem speziellen Vorkommen des
Nichtterminals immer vorangehen. Solche Symbole nennen/argangersymboléir ein Nichtter-
minalvorkommen. In Analogie zfollow nennen wir sigprecede-Symbole. Den zwei Vorkommen
von Typbeschreibungen imBcAL-Deklarationen etwa geht einmal ein Doppelpunkt und eingiral
Gleichheitszeichen voran. In einer bedingten Anweisun@ iader &vA geht den Vorkommen des
Nichtterminals(sta) einmal eine schlieBende Klammer und einmaledsa voraus.

Von dem Benutzer erwarten wir eine Spezifikation einer Mevgye Nichtterminalen, bei denen
nach Auffinden eines Vorgangersymbols wieder aufgesettemskann. Die Menge der spezifizierten
Nichtterminale nennen wPREQ (). Bei der Berechnung der Aufsetzsymbole, also der Anfarmgssy
bole und der Vorgdngersymbole mussen folgende Bedinguergiélit werden:

e Die Spezifikationen des Benutzers sollten dazu fiihren, keissSymbol gleichzeitig Anfangs-
und Vorgéngersymbol ist.

e Jedes Aufsetzsymbol sollte eindeutig ein Nichtterminaitioemen, fur welches rekursiv in den
Parser-Modus gewechselt wird.

Wir bestimmen in mehreren Schritten die Mengeigs(X, Y') undprecs(X,Y) der Anfangssymbole
bzw. Vorgangersymbole vori im Kontext X . Wir definieren der Reihe nach die Mengen:

Bi(X)Y) = eff(Y), fallsY € BEGX)

0 , sonst

nxy) - Ulasu(@]Zeer(X)U{X},Z—~aYieP}, fallsY e PREQG)
(Z) s sonst

By(X,Y) = Bi(X,Y)\Uy A(X,Y)

P(X,Y)  =Pi(X,Y)\Uy Bi(X,Y)

begs(X,Y) :BQ(X,Y)\UZ;éyBQ(X,Z)
precs(X,Y) = Po(X,Y)\ Uz#y Py(X,7)
begsymbs(X) = |y (begs(X,Y") U precs(X,Y)

Die MengeP; (X, Y) enthalt alle Vorgangersymbole von Vorkommen ¥0musPREGG) fur solche
Nichtterminale, die vonX aus erreichbar sind. Die Mengds, erhalten wir, indem wir alldirst-
Symbole eleminieren, die gleichzeipigecede-Symbole sind. Die MengeR, erhalten wir, indem wir
alle precede-Symbole eliminieren, die gleichzeitfgst-Symbole sind. Die Mengelegs erhalten wir,
indem wir alle mehrfach vorkommenden Anfangssymbole ctiexi. Die Mengemprecs erhalten wir,
indem wir alle mehrfach vorkommenden Vorgéngersymbokicten. Damit erhalten wir eine neue
Definition der Menge der Aufsetzsymbabegsymbs(X) im Kontext X. Zu dieser neuen Definition
konstruieren wir entsprechend eine neue Funktion

nonterminal recover(nonterminal Y, terminal a)

Das rekursive Treiberprogramm fiir diel.(1)-Parser, das jetzt bei Anfangs- und Vorgangersymbo-
len wieder aufsetzt, erhalten wir, indem der Fehlerfall umeeBehandlung von Vorgangersymbolen
erweitert wird:
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err:  while (nextsymbol & lasts U f) {
if (nextsymbol € begins)
if (nextsymbol € begsymbs(X)) {
Y « recover(X, nextsymbol);
if (nextsymbol € precs(X,Y)) nextsymbol «— scan();
process(Y, lasts, 0, begins);
} else return error;

nextsymbol < scan();

}
if (X € last(G) A nextsymbol € efl(X)) {

nextsymbol < scan();

return accept;

}

if (X € follow(G) A nextsymbol € f) return accept;

return error;

Damit ist die Fehlerbehandlung Z.L.(1)-Parsern vollstandig beschrieben. Ausgehend von einer red
zierten erweiterten rechtsregularen kontextfreien Gratiknd: und der Angabe der Mengéast(G),
follow(G), BEG(G) undPREQG) wurde einL L(1)-Parser konstruiert, der nicht nur korrekt die Satze
der vonG beschriebenen Sprache analysiert, sondern auch einefailisgeehlerbehandlung bereit-
stellt. Dafiir wurde das rekursive Treiberprogramm mit imméichtigeren Fehlerkorrekturmechanis-
men ausgestattet. Flr eine gegebene Gramniatinn die Funktiorprocess() natirlich wieder zu
Funktionenprocess 4 fur die Nichtterminaled der GrammatikG spezialisiert werden umd diese Spe-
zialisierungen direkt aus der Grammafikzusammen mit der Parsertabelle firgeneriert werden.
Die Beschreibung eines solchen Generators beschreibbhaft)7.

3.4 Bottom-up-Syntaxanalyse

3.4.1 Einfuhrung

Bottom-upParser lesen ihre Eingabe wigp-downParser von links nach rechts. Sie sind Kellerauto-
maten, die im wesentlichen zwei Operationen ausfuhrené@nn

e Kellern des nachsten Eingabesymbailsiff), und
e Lokalisieren der rechten Seite einer Produkt®n— o am oberen Kellerende und ihr Ersetzen
durch einen Zustand, der der linken Sexteder Produktion entspricht€ducg.

Wegen dieser beiden Operationen heiResisit-reduceParser. Weil stets am oberen Kellerende redu-
ziert wird, ist einshift-reduceParser ein Rechtsparser: als Ergebnis einer erfolgneidhalyse wird
eine Rechtsableitung in gespiegelter Reihenfolge getiefe

Ein shift-reduceParser darf niemals eirgeboteneéReduktion verpassen d.h. durch ein eingelese-
nes Symbol im Keller zudecken. Dabei ist eine Reduktgebotenwenn ohne sie keine gespiegelte
Rechtsableitung bis zum Startsymbol mdglich ist. Ist egahte Seite namlich erst einmal zugedeckt,
taucht sie nie mehr am oberen Ende des Kellers auf und kanmdzie mehr reduziert werden. Eine
rechte Seite am oberen Kellerende, die reduziert werdes,mauseine Ableitung zu erhalten, nennen
wir Griff (engl.: handle).

Nicht alle Vorkommen rechter Seiten am oberen Kellerendé gdoch Griffe: manchmal fihren
Reduktionen am oberen Kellerende in Sackgassen, d.h. kanictet zu einer gespiegelten Rechtsablei-
tung fortgesetzt werden.

Beispiel 3.4.1 G sei wieder die Ausdrucksgrammatik mit den Produktionen:
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S - F
E—>E+T|T
T — T*F|F
F — (E)|Id

Tabelle 3.5 zeigt eine erfolgreict®ttom-upAnalyse des Satzdd « Id von Gy. In der dritten Spalte
sind Aktionen angegeben, welche in der jeweiligen Analysaton ebenfalls mdglich wéren, aber in
Sackgassen fuhren. Im dritten Schritt wirde man eine gabd®eduktion verpassen. In den anderen
beiden Schritten wiirden die alternativen Reduktionen ick§assen, d.h. nicht zu Rechtssatzformen
fuhren. O

||Ke||er| Eingab¢|fehlerhafte alternative Aktionen

Id « Id
Id x1d
F x |d ||Lesen vonk verpasst gebotene Reduktion
T x |d ||Reduktion vorl" zu F fuhrt in eine Sackgasse
T % Id
T« Id
TxF Reduktion vonF’ zu T fuhrt in eine Sackgasse
T
E
S

Tabelle 3.5. Eine erfolgreiche Analyse des Satés: Id mit moglichen Sackgassen.

Bottom-upParser konstruieren den Syntaxbaum uoten nach oberSie beginnen bei dem Blattwort
des Syntaxbaums, dem Eingabewort. Sie konstruieren fueingmd3ere Teile der gelesenen Eingabe
Unterbaume des Syntaxbaums, indem sie bei der Reduktiogimeit ProduktionX — « die Teilb&au-
me fur die rechte Seite unter dem neuen Nichtterminalknot&@hzusammenhéngen. Die Analyse ist
erfolgreich, wenn ein Syntaxbaum fir die gesamte Eingalmstkaiert wurde, dessen Wurzelknoten
mit dem Startsymbol der Grammatik markiert ist.

Abbildung 3.16 zeigt zwei Schnappschiisse des schrittwdisébau des Syntaxbaums zur Ablei-
tung aus Tabelle 3.5. Der Baum links versammelt alle KnatEnnach Lesen des Symbddsaufgebaut
werden kdnnen. Die Folge der drei Baume in der Mitte repriéessgden Zustand, bevor der Griff x F'
reduziert wird, wahrend rechts der vollstandige Syntaribabgebildet ist.

3.4.2 LR(k)-Analysatoren

In diesem Abschnitt wird das méchtigste deterministisatiom-uparbeitende Syntaxanalyseverfahren
behandelt, did. R(k)-Analyse. Der Buchstabe stehtdafur, dass die Analysatoren dieser Klasse ihre
Eingabe vonihks nach rechts lesen, un@ kennzeichnet sie alsdghtsparserk gibt an, wieviele
Symbole sie in der Eingabe vorausschauen dirfen, um Endscigen zu treffen.

Wir gehen wieder von dem Item-Kellerautomat&p fur eine kontextfreie Grammati aus und
bauen ihn zu einershift-reduceParser um. Bei deop-downAnalyse wurden aus der Grammatik \Vor-
ausschauworte berechnet, die fir Biepansionsiibergangen K eine eindeutige Auswahl der zu
wéhlenden Alternative gestattehR (k)-Analysatoren verfolgen stattdessale Moglichkeiten zu ex-
pandieren oder zu lesgrarallel. Eine Entscheidung muss getroffen werden, wenn eine déslgesn
Mdglichkeiten mit einem Reduktionsiibergang fortgesettden kann. Gibt es unterschiedliche Pro-
duktionen, fur die eine Reduktion madglich ist, oder ist gfeieitig auch ein Leselibergang maglich,
werden zur Losung dieses Konflikts die ndchgte3ymbole betrachtet.
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Abb. 3.16.Teilweiser Aufbau des Syntaxbaums nach Lesen des erstebdiyieh mit verbleibender Eingabe, vor
der Reduktion des Griff§" « F' sowie der vollstdndige Syntaxbaum.

In diesem Abschnitt wird zuerst eih R(0)-Analysator entwickelt, der noch keine Vorausschau
berucksichtigt. In Abschnitt 3.4.3 wird dann diesinonischel R(k)-Parser vorgestellt. In Abschnitt
3.4.3 werden schwachere, aber fur die Praxis oft ausreitsimnke Varianten det R(k)-Analyse ein-
gefihrt. Zum Abschluss wird in Abschnitt 3.4.4 ein Verfammur Fehlerbehandlung fir dieR(k)-
Analysemethode beschrieben. Beachten Sie, dass bei alfiabgnen kontextfreien Grammatiken im-
mer angenommen wird, dass sie um unproduktive und unebaiefNichtterminale reduziert und um
ein neues Startsymbol erweitert sind.

Der charakteristische endliche Automat zu einer kontextfeien Grammatik

Unser Ziel ist ein Kellerautomat, der mogliche Expansiamst Lesetibergange des Item-Kellerautomaten
parallel verfolgt und sich erst bei einer Reduktion fedtleglche Regel im letzten Schritt angewendet
wurde. Zu einer reduzierten erweiterten kontextfreiem@reatik G definieren wir deshalb derharak-
teristischenendlichen Automatenhar(G). Die Zustdnde des charakteristischen Automaten(G)

sind die ltemgA — «.5] der GrammatikG, d.h. die Menge der Zustande des Item-Kellerautomaten
K. Der Automatchar(G) soll genau dann in den Zustaf — «.3] Ubergehen, wenn der ltem-
Kellerautomat einen Kellep erreichen kann, dess&@eschichtemit dem gelesenen Wort des charak-
teristischen Automaten tbereinstimmt. Der charakteghi Automat liest also die Konkatenation der
bereits abgearbeiteten Préfixe von Produktionen ein, débanbeitung im Item-Kellerautomaten zu
dem aktuellen Item flhrten. Weil diese Préafixe von Produigiosowohl Terminal- wie Nichttermi-
nalsymbole enthalten, ist die Menge der Eingabesymboleckor{G) gegeben durclr U V. Der
Anfangszustand des charakteristischen Automaten stimimtdem Start-ltem[S” — .S] des Item-
Kellerautomaterk Uberein. Die Endzusténde des charakteristischen Autonsate die vollstandi-
gen ltemg X — «.]. Ein solcher Endzustand signalisiert, dass das geleseneeilem Kellerinhalt
des Item-Kellerautomaten entspricht, in dem eine Rednoktia der Produktiod — « durchgefuhrt
werden kann. Die Ubergangsrelatidndes charakteristischen Automaten besteht aus den Ubengang

(X = a.Yf),e,[Y — 9] fir X -aYpBeP, Y —-y€eP
(X — aYf,Y,[X »aY.f]) fir X —aYBeP, Y eVyUVr

Das Lesen eines Terminalsymbalgntspricht einenshift- Ubergang des Item-Kellerautomaten unter
a. Die e-Ubergange entsprechen den Expansionsiibergangen, wati@sn_esen eines Nichttermi-
nalsymbols dem Fortschalten des Punkts nach einem Redskbergang des Item-Kellerautomaten
entspricht.

Beispiel 3.4.2SeiG wieder die Grammatik fir arithmetische Ausdricke mit desdRktionen
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S - F
E—>E+T|T
T —>Tx«F|F
F— (E)|Id

Den charakteristischen endlichen Automaten zu der Graikrégtzeigt Abbildung 3.17. O

N
[S — .E] E [S— E]

[E— .E+T] E‘WHE+ﬂFiﬁwHE+TWI*ﬂEHE+H

[E — .T) [E—T]

¥
L r =T ~[T = Tx F-~|[[T = T+ F]

T — .F 4 [T — F)
i
F =@ F = @ = E——|[F = @]
Id
»[F—».ld] [F—»ld]

Abb. 3.17. Der charakteristische endliche Autonghtr(Go) fur die GrammatilG,.

Das genaue Verhéltnis zwischen dem charakteristischelickad Automaten und dem Item-Keller-
automaten klart der folgende Satz:

Satz 3.4.1SeiG eine erweiterte reduzierte kontextfreie Grammatik gre (Vi U Viy)*. Die folgen-
den drei Aussagen sind aquivalent:

1. Es gibt eine Berechnun¢s’ — .5],~) I—;ar(c) ([A — «.f],e) des charakteristischen Automaten
char(G).

2. Es gibt eine Berechnur@ [4A — «.5], w) F;(G ([S” — S.],e) des Item-KellerautomateR ¢, so
dassy = hist(p) « gilt.

3. Es gibt eine Rechtsableitusy % 7' Aw = +'afw mity = +'a. O

Die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2) besagt, dass dieaNdtie zu einem Item im charakte-
ristischen endlichen Automaten Z& fihren, genau den Geschichten von Kellerinhalten des Item-
Kellerautomaten zu7 entsprechen, deren oberstes Kellersymbol dieses Itemoistdenen aus bei
Vorliegen einer geeigneten Eingabeler Endzustand des Item-Kellerautomaten erreicht werdan k
Die Aquivalenz der Aussagen (2) und (3) besagt, dass eineptikzende Berechnung des Item-
Kellerautomaten fiir ein Eingabewast die mit einem bestimmten Kellerinhalbeginnt, einer Rechts-
ableitung entspricht, die zu einer Satzfosme flihrt, wobeia die Geschichte des Kellerinhajisst.

Bevor wir den Satz 3.4.1 beweisen, fihren wir die folgende&8pweise ein. Fir eine Rechtsablei-
tung S’ T:Z; ~' Av = yav und eine Produktio®d — o nennen wira denGriff der Rechtssatzform

~aw. Ist die rechte Seite: = /3, dann heil3t das Préafix = v/’ ein zuverlassiges Préfixon G flr
das ItemlA — «’.3]. Das ltem/A — «.f] ist gultig fur v. Satz 3.4.1 besagt also, dass die Menge der
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Woérter, mit denen der charakteristische Automat ein Ifdm- «'.5] erreicht, gerade die Menge der
zuverlassigen Préafixe fur dieses Item ist.

Beispiel 3.4.3Fur die GrammatikG, haben wir:

Rechtssatzform Griff | zuverlassige Préfixe| Begriindung

E+F F E,E+, E4+F S—E—FE+T—E+F
m m m
T x 1d Id T, Tx, T x1d ST F=—Txld

a

In einer eindeutigen Grammatik ist der Griff einer Rechitefsam das eindeutig bestimmte Teilwort,
welches dembottom-upAnalysator im nachsten Reduktionsschritt durch ein Nerminal ersetzen
muss, um zu einer Rechtsableitung zu kommen.

Beispiel 3.4.4Wir geben zwei zuverlassige Prafixe v@j und einige fir sie gultige Items an.

zuverlassiges Prafix gultiges Item Begriindung

E+ [E— E+.T) SﬁEﬁEJrT
[T — .F) S%?EJrTﬁEJrF
[F — .Id] S%EJrFﬁEHd

(B +( [F—(B)] | S= (E+F) = (E+(E)
[T — .F| S%? (E+ (.T)ﬁ(EJr(F))
[F — .Id] S%(E+(F)ﬁ(E+(ld))

a

Ist beim Versuch, eine Rechtsableitung fir einen Satz zielens, das bisher gelesene Préadixdes
Satzes zu einem zuverlassigen Préfixeduziert worden, dann beschreibt jedes fugultige Item
[X — «.f] eine mogliche Interpretation der Analysesituation. E$ gigo eine Rechtsableitung, in der
~ Préafix einer Rechtssatzform udd — o eine der méglichen gerade bearbeiteten Produktionen ist.
Alle solchen Produktionen sind Kandidaten fir spatere Recloen.

Betrachten wir die Rechtsableiturffy T::‘n> ~yAw = ~vyafw. Da sie als Rechtsableitung fortge-

setzt werden soll, muss eine Reihe von Schritten folgen,sdimu einem Terminalwort ablei-

tet, darauf eine Reihe von Schritten, diezu einem Terminalwort, ableitet. Insgesamt ergibt sich

S = yAw = yafw = yavw — yuvw —> ruvw. Jetzt betrachten wir diese Rechtsableitung
m m m rm m

in Reduktionsrichtung, d.h. in der Richtung, in welcher bettom-upParser sie aufbaut. Es wird erst
in einer Reihe von Schritten zu v reduziert, danm zu «, dannv zu 8. Das gliltige lten]A — «.]

fur das zuverlassige Préafixxe beschreibt die Analysesituation, in welcher die Reduktion v nach

« bereits geschehen ist, wahrend die Reduktionwaach noch nicht begonnen hat. Ein mogliches
Fernziel in dieser Situation ist die Anwendung der Produk{ — «f.

Wir kommen zu der Frage zurlick, welche Sprache der charsiisehe endliche Automat vali
akzeptiert. Satz 3.4.1 besagt, dass er unter einem zusigeadrafix in einen Zustand Gibergeht, der ein
glltiges Item fir dieses Préfix ist. Endzustande, d.h. t#oildige Items, sind nur gultig fir zuverlassige
Préfixe, an deren Ende eine Reduktion mdglich ist.

Beweis von Satz 3.4.1. Wir flhren einen Ringschlusd) = (2) = (3) = (1) durch. Nehmen
wir zuerst an, das§S’ — .S],v) F ([A — a.f],¢) gilt. Mit Induktion nach der Anzahh der

char(G)

e-Ubergénge konstruieren wir eine Rechtsableitﬂhé%» yAWw == yaBw.
Istn = 0, dannisty = e und[A — a.f] = [$" — .S]. DaS’' == 5’ gilt, ist die Behauptung in

diesem Fall erfullt. Ist. > 0, betrachten wir den letztenUbergang. Dann I&sst sich die Berechnung
des charakteristischen Automaten zerlegen in:

([8" = SNk, (X —a 40T o (A= .afla) . (A apfle)

char(G) char(G) char(G)
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wobeiy = 7’«. Nach Induktionsannahme gibt es eine Rechtsableiﬂﬁa@”@» V' Xw' = A" AB'w'

mit v/ = ~"a’. Da die GrammatilkG' reduziert ist, gibt es ebenfalls eine RechtsableitGhg= v.

Deshalb haben wir:
S L A Avw’ =2 v afw

mit w = vw’. Damit ist die Richtundg1) = (2) bewiesen.
Nehmen wir an, wir hatten eine Rechtsableituﬁ‘ig%& ~' Aw =2 +'afw. Diese Ableitung lasst

sich zerlegen in:

m m

SI = Oéleﬁl %n> 041X11}1 %n> A %n> (041 A Oén)Xn(Un .. .’1}1) — (041 .. .an)aﬁ(vn . ..Ul)

fur X,, = A. Mit Induktion nachn folgt, dass(p, vw) IfK ([S" — S.,¢) gilt fur

G

P = [SI — Oél.Xlﬁl] [P [Xn,1 — Oéanﬂn]

W= VU ...V1

sofern3 %5 v, a1 = B = eund X; = S. Damit ergibt sich der Schlugg) = (3).

*

Fur den letzten Schluss betrachten wir einen Kellerinhadtp’ [A — «.3] mit (p, w) & o ([8" —

K
S.],€). Zuerst tiberzeugen wir uns mit Induktion nach der Anzahl#iergange in einer solchen Be-
rechnung, dasg’ notwendigerweise von der Form:

p’ = [S/ — Oél.Xlﬂl] ‘e [Xn,1 — Oéanﬂn]

ist fir einn > 0 und X,, = A. Mit Induktion nachn folgt aber, das§[S’ — .5],7) Ehar(c) ([A —

a.f],¢e) gilt fur v = oy ... o, Day = hist(p), gilt auch die Behauptung (1). Damit ist der Beweis
vollstandig. O

Der kanonischeL R(0)-Automat

In Kapitel 2 wurde ein Verfahren vorgestellt, welches aumegi nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten einen aquivalenten deterministischen endlichgéomaten erzeugt. Dieser deterministische
endliche Automat verfolgt alle Pfade parallel, die der hieterministische fur eine Eingabe durchlau-
fen kdnnte. Seine Zustande sind Mengen von Zustanden dasleierministischen Automaten. Diese
Teilmengenkonstruktion wird jetzt auf den charaktergdten endlichen Automatemhar(G) einer kon-
textfreien GrammatilG angewendet. Den deterministischen endlichen Automatarsidh so ergibt,
nennen wir dekanonischerl R(0)-Automaten fliG und bezeichnen ihn miE Ry (G).

Beispiel 3.4.5Der LR(0)-Automat fur die kontextfreie Grammat, aus Beispiel 3.2.2 auf Seite 41
ergibt sich durch Anwendung der Teilmengenkonstruktididem charakteristischen endlichen Auto-
matenchar(Gy) aus Abbildung 3.17 auf Seite 90. Ihn zeigt Abbildung 3.18%eife 93. Seine Zusténde
sind gegeben durch:
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So={[5 — .E], Sy ={[F— (.F)], S; ={[T—T=x.F],
[E — .E+T), [E— .E+T], [F— (E)],
[E—.T], [E—.T], [F— .Id] }
[T — .T «x F], [T — T+ F] s ={[F— (E.),
[T — .F], [T — .F] [E—E.+T]}
[F— .(E)], [F— .(E)] _

[F— 1]} [F— .1d] } {E:f:;]}

S ={[S— E], S5 ={[F—1d]}

[E—E.+T]} Se = {[E— E+ .7 S = L= )
’ Su={[F—(E)]}
So={[F—T], [T — . T x F],
[T —T.xF]} [T — .F], S12=10
Sy ={[T—F]} [F— .(E)],
[F— .1d] }

Abb. 3.18. Das Ubergangsdiagramm dég2(0)-Automaten fir die Grammatik'o, der sich aus dem charakte-
ristischen Automatenhar(Gy) in Abbildung 3.17 ergibt. Der Fehlerzustasgh = () und alle Ubergange in den
Fehlerzustand wurden weggelassen.

Der kanonischd R(0)-AutomatL Ry (G) zu einer kontextfreien Grammat(k hat einige interessante
Eigenschaften. SdiR,(G) = (Qc, Vr U VN, Ag, G0, Fo) Und AL : Qg x (Vi UVN)* — Qg die
Fortsetzung der Ubergangsfunktidi; von Symbolen auf Worter. Dann gilt:

1. Af(gc,0,7) ist die Menge aller Items au&;, fur die ein zuverlassiges Préfix ist.
2. L(LRy(G)) ist die Menge aller zuverlassigen Préfixe fur vollstandigens[A — «o.] € Zg.

Zuverlassige Préafixe sind Prafixe von Rechtssatzformersiwi@ahrend der Reduktion eines Eingabe-
wortes auftreten. Wenn in ihnen eine Reduktion moglichdigt,wieder zu einer Rechtssatzform fuhrt,

dann kann dies nur am auf3ersten rechten Ende passiereiir Ein zuverlassiges Prafix glltiges Item

beschreibt eine mdgliche Sicht der aktuellen Analysesdna

Beispiel 3.4.6 & + [ ist ein zuverlassiges Prafix fur die Grammatik. Der ZustandAg, (So, E +
F) = S5 wird auch durch die folgenden zuverlassigen Préfixe erteich
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FoooF, (s (O,
Tx(F, Tx(F, T=x((F,
E+F, E+(F, E+((F,

Der ZustandSs in dem kanonische R(0)-Automaten zu&, enthalt alle giiltigen Items fur das zu-
verlassige Prafixy+, namlich die Items:

[E—E+.T,[T— Tx*F],[T—.F|,[F—.Id,[F—.(F).

Denn E+ ist Prafix der Rechtssatzforv + 71" :

7 7 7
Glltigsind z.B. [F— E +.T] [T — .F] [F — .Id]

a

Der kanonischel R(0)-Automat LR (G) zu einer kontextfreien Grammatik ist ein deterministi-
scher endlicher Automat, der die zuverlassigen Préafixe #atéindigen Items akzeptiert. Weil er so
Reduktionsstellen identifiziert, bietet er sich fur die Ktmktion eines Rechtsparsers an. Anstelle von
Items (wie der Item-Kellerautomat) kellert dieser ParsestZnde des kanonischém(0)-Automaten,
alsoMengenvon Items. Den zugrunde liegenden Kellerautomdtgrdefinieren wir durch das Tupel
Ko = (Qa U{f},Vr, Ao,qc,0,{f}). Die Menge der Zustande ist gegeben durch die Mepgeler
Zusténde des kanonisché&R?(0)-AutomatenL Ry (G), erweitert um einen neuen Zustafidder An-
fangszustand voik ist gleich dem Anfangszustangd: o von LRy(G); der Endzustand ist gegeben
durch den neuen Zustarfd Die Ubergangsrelatiod, besteht aus den folgenden Ubergéangen:

Lesen: (q,a,qdg(q,a)) € Ao, falls 6c(q,a) # 0 ist. In diesem Ubergang werden das néchste Ein-
gabesymbok gelesen und der Nachfolgezustand yamtera gekellert. Er ist nur dann moglich,
wenn mindestens ein Iltem der Fofid — «.af3] in ¢ vorhanden ist.

Reduzieren:(gq - .. gn,€,q0c(q, X)) € A, falls [X — «a.] € ¢, gilt mit |a|] = n. Das vollstan-
dige ltem[X — «.] im obersten Kellereintrag signalisiert eine mégliche Reidm. Daraufhin
werden soviele Eintrage aus dem Keller entfernt, wie diateeSeite lang ist. Danach wird d&i-
Nachfolger des neuen obersten Kellereintrags gekelfeAbbildung 3.19 wird ein Ausschnitt aus
dem Ubergangsdiagramm ein£,(G) gezeigt, der diese Situation widerspiegelt. Darliveg
im Ubergangsdiagramm entsprechenEintrage oben auf dem Keller. Diese Eintrage werden bei
der Reduktion entfernt. Der darunterliegende neue obZrsteand hat einen Ubergang untér
der jetzt durchlaufen wird.

AbschlieRen:(gc.o g, ¢, f) falls [’ — S.] € q. Dieser Ubergang ist der Reduktionsiibergang zu der
ProduktionS” — S. Die EigenschaftS’ — S.] € ¢ signalisiert, dass ein Satz erfolgreich auf das
Startsymbol reduziert wurde. Der Abschlussiibergang dmtKeller und ersetzt ihn durch den
Endzustand'.

Der Sonderfal| X — .] verdient Beachtung. Nach unserer Darstellung sind bei &aduktion|s| = 0
oberste Kellereintrage zu entfernen, und aus dem neuera(teie) aktuellen Zustanglein Ubergang
unter X vorzunehmen und den Zustard; (¢, X) zu kellern. Durch diesen Reduktionsuibergarg
langertsich also der Keller.

Die Konstruktion vonLRy(G) garantiert, dass es zu jedem seiner Zustépddie verschieden
von Start- und Fehlerzustand sind, jeweils genau ein Eigggmbol gibt, mit dem der Automat in
tibergehen kann. Deshalb entspricht einem Kellerinfaalt. . , g, mit g0 = ¢¢,0 eindeutig ein Wort
a=X1...X, € (Vr UVn)*, furdasAc (g, Xit1) = gi+1 gilt. Dieses Wort ist ein zuverlassiges
Préfix, undg,, ist die Menge aller fury gultigen ltems.

Der Kellerautomaf{, den wir gerade konstruiert haben, ist jedoch nicht notigerdieise deter-
ministisch. Es gibt zwei Arten von Konflikten, die Nichtdetenismus verursachen:

shift-reduce—Konflikt:ein Zustand; erlaubt sowohl einen Leseilibergang unter einem Syl
als auch einen Reduktions- bzw. Abschlussibergang, und
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[orm e X o] [crm e X
X — .o

(X — a]

Abb. 3.19. Ausschnitt aus dem Ubergangsdiagramm eines kanoniscR¢n)-Automaten.

reduce-reduce—Konfliktein Zustand; erlaubt Reduktions- bzw. Abschlussiibergdnge geman zweier
verschiedener Produktionen.

Im ersten Fall enthélt der aktuelle Zustand mindestenstein X — «.a(] und mindestens ein voll-
stéandiges ItemY — ~.]; im zweiten Fall enthély zwei verschiedene vollstandige lterfis — o],

[Z — (.]. Einen Zustand; des LR(0)-Automaten mit einer dieser Eigenschaften nennen wir auch
LR(0)-ungeeignetAndernfalls nennen wig L R(0)-geeignetEs gilt:

Lemma 3.4.Fir einenL R(0)-geeigneteZustandy gibt es drei Moglichkeiten:

1. Der Zustand enthélt kein vollstandiges Item.

2. Der Zustand besteht aus genau einem vollstandigen Ifdm- «.];

3. Der Zustand; enthélt genau ein vollstandiges Itdsh — .], und alle unvollstandigen Items in
sind von der FormX — «.Y (3], wobei alle Rechtsableitungen fiit, die zu einem terminalen
Wort fihren, von der Form:

Y %5 Aw = w

sind fur einw € V. O

Ungeeignete Zustande des kanonischét{0)-Automaten machen den Kellerautomat€p nichtde-
terministisch. Deterministische Parser erhalten wiremdeine Vorausschau in die restliche Eingabe
eingesetzt wird, um die richtige Aktion in ungeeignetentdoden auswahlen.

Beispiel 3.4.7Die Zustéande5;, S» undSy des kanonischeh R(0)-Automat in Abbildung 3.18 sind
LR(0)-ungeeignet. Im Zustangh kann die rechte Seite zu der linken Seité& reduziert (vollstandiges
Item [S — E.]) oder das Terminalsymbael in der Eingabe gelesen werden (lt¢f— E. + T7). Im
ZustandS, kann die rechte Seit€ zu der linken Seitdé” reduzier (vollstandiges Iteffi? — 7'.]) oder
das Terminalsymbal gelesen werden (Iteffi’ — T« F']). Im ZustandS, schlie3lich kann der Parser
die rechte Seitd + T zu E reduzieren (vollstandiges ltef — E + T'.]) oder das Terminalsymbol
x lesen (tem{T — T.x F]). O

Direkte Konstruktion des kanonischen L R(0)-Automaten

Der kanonische R(0)-Automat LRy (G) zu einer kontextfreien Grammatik muss nicht tiber den
Umweg der Konstruktion des charakteristischen endlichetosatenchar(G) und die Teilmengen-
konstruktion erstellt werden. Er lasst sich auch direkt @ukonstruieren. Als Hilfsfunktion beno-
tigen wir dazu die Funktiom\ ., die zu einer Menge von Items alle Items hinzufiigt, die durch
e-Ubergange des charakteristischen Automaten erreiclibdr Bie MengeA¢ .(q) ist deshalb die
kleinste Losung der Gleichung:

I=qU{[A— ~]|3X - adfeP: [X — AP €I}
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In Anlehnung an die Funktiotlosure() der Teilmengenkonstruktion kénnen wir sie deshalb bereshn
durch:

set(item) closure(set(item) q) {
set(item) result — g¢;
list(item) W « list_of(q);
symbol X; string(symbol) «;
while (W £ ) {
item i «— hd(W); W «— tl(W);
switch (i) {
case [ — _.X J:forall (a: (X — )€ P)
if ([X — .of & result) {
result — result U {[X — .a]};
W —[X — .o]: W;

default : break;

}

return result;

}

wobeiV” die Menge aller Symbol& = VUV bezeichnet. Die Meng@ der Zustande und die Uber-
gangsrelatiom berechnen wir, indem wir zuerst den Anfangszustgnd = Aq . ({[S" — .5]})
konstruieren und so lange Nachfolgezustande und Uberdiingefiigen, bis alle Nachfolgezustande
bereits in der Menge der gefundenen Zustande enthalten&imdmplementierung spezialisieren wir
die HilfsfunktionnextState() der Teilmengenkonstruktion:

set(item) nextState(set(item) ¢, symbol X) {
set(item) ¢ — 0;
nonterminal A; string(symbol) «, (3;
forall (4,q,3: ([A — a.X ] € q))
¢ —q U{[A— aX G}
return closure(q);

}

Wie bei der Teilmengenkonstruktion kann die Menge allertZndestatesund die Menge aller Uber-
gangetransiterativ berechnet werden durch:
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list(set(item)) W;
set(item) qo < closure({[S" — .S]});
states — {qo}; W — [qo];
trans « (;
set(item) q,q;
while (I £ ) {
q < hd(W); W —t(W);
forall (symbol X) {
q' < nextState(q, X);
trans — trans U {(q, X,q") };
if (¢ ¢ states) {
states «— states U {q'};
W —q¢ = W;

3.4.3 LR(k): Definition, Eigenschaften, Beispiele

SeiS = ap = a1 = as - -+ = oy, = v eine Rechtsableitung zu einer kontextfreien Grammatik
rm m rm

G. Wir nennenG eine LR(k)-Grammatik, wenn in jeder solchen Rechtsableitung undrjeden
auftretenden Rechtssatzform

o der Griff lokalisiert werden kann, und
e die anzuwendende Produktion bestimmt werden kann,

indem mana; von links bis hochsteng Symbole hinter dem Griff betrachtet. In einémR(k)-
Grammatik ist also die Aufteilung von; in vGw und die Bestimmung voX — (3, so dassy;_1 =
~vXw ist, eindeutig durchy 8 undw|; bestimmt. Formal nennen wi deshalb eind R(k)-Grammatik,
wenn aus

S’ é aXw=afw und

S’ =Yz = afy und

w|k = ylk folgt, dass a=yANX =Y Az =uy.
Beispiel 3.4.8SeiG die Grammatik mit den Produktionen:

S—A|B A—aAb|0 B —aBbb |1

DannistL(G) = {a™0b" | n > 0} U {a™1b*" | n > 0}. Wir wissen schon, dags fur keink > 1 eine
LL(k)-Grammatik ist. Die Grammati& ist jedoch eind. R(0)-Grammatik.
Die Rechtssatzformen vai haben die Formen

S, A, B, a"adbb", a"aBbbb’", a"a0bb", a"albbb’"

fur n > 0. Dabei wurde der Griff jeweils unterstrichen. Nur im Faller (Rechtssatzformedi’a Abb™
und a"aBbbb?" gibt es jeweils zwei verschiedene mogliche Reduktionem kinnteaa Abb™ zu
a™ Ab™ und zua"aSbb" reduzieren. Die erste gehort zu der Rechtsableitung

S é a" Ab" = a"a Abb"
die zweite gehort zu keiner Rechtsableitung. Aus dem Paéfivon o™ Ab™ ergibt sich eindeutig, ol

Griff ist, namlich im Falln = 0, oder obaAb Griff ist, namlich im Falln > 0. Die Rechtssatzformen
a" Bb*" werden analog behandeltD
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Beispiel 3.4.9Die GrammatikG'; mit den Produktionen
S — aAc A— Abb|b

und der Spraché (G1) = {ab®*"T'c | n > 0} ist eine LR(0)-Grammatik. In einer Rechtssatzform
aAbbb?"c gibt es nur die Reduktion zuAb?" ¢ als Teil einer Rechtsableitung. Der Prafixdbb be-
stimmt dies eindeutig. Fur die Rechtssatzfarbh"c ist b der Griff, und der Préafixib bestimmt dies
eindeutig. O

Beispiel 3.4.10Die GrammatikGs mit den Produktionen
S — aAc A—bbA|Db

mit der Sprachd.(G2) = L(G,) ist eineLR(1)-Grammatik. Die kritischen Rechtssatzformen haben
die Formab™w. Falls1 : w = b, so liegt der Griff inw; falls 1 : w = ¢, so bildet das letztgin ™ den
Griff. DO

Beispiel 3.4.11Die GrammatikG's mit den Produktionen
S — aAc A—bAb|b

und mit L(Gs) = L(G) ist keine LR(k)-Grammatik fur irgendei: > 0. Denn seik beliebig, aber
fest gewahlt. Man betrachte die zwei Rechtsableitungen

S == ab" Ab"c = ab™bb"c

S == ab" LAY T le — bt ippntle
™m 7m

mitn > k. Hier sind mit den Bezeichnungen aus der Definition elnR(k)-Grammatiko = ab™, 8 =
b,y = ab™t! w = b"c,y = b"*2c. Dabeiistw|, = y|, = b*. Ausa # ~ folgt, dassG'3 keine LR(k)-
Grammatik sein kann.O

Der folgende Satz stellt eine Beziehung zwischen der Definigéiner L R(0)-Grammatik und den
Eigenschaften des kanonischeR(0)-Automaten her.

Satz 3.4.2Eine kontextfreie Grammati& ist genau dann ein R(0)-Grammatik, wenn der kanoni-
scheL R(0)-Automat zuG keine L R(0)-ungeeigneten Zustande hat.

Beweis: " =" SeiG eineLR(0)-Grammatik, und nehmen wir an, der kanonis€i#&0)-Automat
LRy (G) habe einen einef R(0)-ungeeigneten Zustand

Fall 1: Der Zustandp hat einenreduce-reduc&onflikt, d.h. p enthélt zwei verschiedene Items
[X — 3], [Y — 4.]. Dem Zustangh zugeordnet ist eine nichtleere Menge von zuverlassigeixBré
Seiy = 4/ ein solches zuverlassiges Préfix. Weil beide ltems gultigyféind, gibt es Rechtsablei-
tungen

S = v Xw = ~'Buw und
m m

S = vYy — vy mit véd=+'8=x
rm m

Das ist aber ein Widerspruch z@i(0)-Eigenschaft.

Fall 2: Zustandp hat einershift-reduceKonflikt, d.h.p enthalt temgX — §.] und[Y — d.aa]. Sei
~ ein zuverlassiges Préafix fur beide Item Weil beide Itemsigilir v sind, gibt es Rechtsableitungen

S = v Xw = +'fw und
rm m

S = vYy = véaay mit vd=+'8=7
rm rm

Ist 3" € Vi, erhalten wir sofort einen Widerspruch. Andernfalls gibeéne Rechtsableitung
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*
o = 01 X V3 = V1 V03
rm rm

Weil y # avyvavsy gilt, ist die LR(0)-Eigenschaft verletzt.

"= Nehmen wir an, der kanonischeR(0)-Automat LRy (G) habe keinel R(0)-ungeeigneten
Zusténde. Betrachten wir die zwei Rechtsableitungen:

S = aXw = afw
m rm

§ ¥ oy

Zu zeigen ist, dass = v, X = Y, x = y gelten. Seip der Zustand des kanonisché&r(0)-
Automaten nach Lesen vans. Dann enthélp alle fiir o3 gultigen Iltems. Nach Voraussetzung jist
LR(0)-geeignet. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall1: [ # e. WegenLemma 3.4igt = {[X — (.]}, d.h.[X — [.] ist das einzige gliltige Item flr
af. Daraus folgt, dass = v, X = Y undz = y sein muss.

Fall 2: 5 = e. Nehmen wir an, die zweite Rechtsableitung widersprecheld&0)-Bedingung.
Dann gibt es ein weiteres ItepX — 0.Y'n] € p, so dass = o/ ist. Die letzte Anwendung einer Pro-
duktion in der unteren Rechtsableitung ist die letzte Amverg einer Produktion in einer terminalen
Rechtsableitung filY”’. Nach Lemma 3.4 folgt daraus, dass die untere Ableitunglgmgist durch:

S = o/ 0Y'w = o/ § Xvw = o/ Svw
rm rm rm

wobeiy = vw ist. Damit gilta = /6 = v, Y = X undz = vw = y — im Widerspruch zu unserer
Annahme. O

Fassen wir zusammen. Ausgehend von einer kontextfreiem@adik G konnen wir den kanonischen
LR(0)-AutomatenL Ry (G) konstruieren: entweder direkt oder auf dem Umweg Uber daragiteri-
stischen endlichen Automatehar(G). Mit Hilfe des deterministischen endlichen AutomafeR, (G)
konnen wir einen Kellerautomatdil, konstruieren. Der Kellerautomd, ist deterministisch, wenn
LRy(G) keineLR(0)-ungeeigneten Zustande enthélt. Satz 3.4.2 besagt, dssgatiau dann der Fall
ist, wenn die Grammati& eineL R(0)-Grammatik ist. Damit haben wir ein Verfahren zur Genereru
eines Parsers filt R(0)-Grammatiken.

In der Praxis kommetL R(0)-Grammatiken jedoch nicht sehr haufig vor. Oft muss eine Mpra
schau der Langé > 0 eingesetzt werden, um zwischen unterschiedlichen Aktiates Parsers aus-
wahlen zu kdnnen. In einethR(0)-Parser legt der aktuelle Zustand fest, was die nachste kit
— unabhangig von den néchsten Symbolen in der EingaBék)-Parser furk > 0 haben Zusténde,
die ebenfalls aus Mengen von Items bestehen. Als Items wdride allerdings nicht mehr kontextfreie
Items verwendet, sondetmR(k)-ltems. LR (k)-Items sind kontextfreie Items, erweitert um Voraus-
schauwdrter. EilL R(k)-ltem ist von der Form = [A — «.3, z| fUr eine Produktiord — a5 von
G und ein Wortz € (Vf U V=F4). Das kontextfreie ItenfA — «.3] heiRt derkern, das Wortx
die VorausschauwlesL R(k)-ltemsi. Die Menge allerL. R(k)-Items fur die Grammatik:y bezeichnen
wir mit Z¢ ;.. Das LR(k)-Item [A — «.(3, z] ist gliltig fir ein zuverlassiges Préfix, wenn es eine
Rechtsableitung

S'# = 7' Xw# = v apw

gibt mitx = (w#)|x. Ein kontextfreies ItemA — «.4] kdnnen wir alsL R(0)-Item auffassen, indem
wir es um die Vorausschauerweitern.

Beispiel 3.4.12Betrachten wir wieder die Grammatik,. Dann gilt:

1) [E—E+.T,)]
[E— E+.T,+4] sindglltigeLR(1)-ltems fir das PrafixE+

2 [F—T.,x ist kein gultigesL R(1)-Item fur irgendein zuverlassiges Préfix.
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Um die Beobachtung (1) einzusehen, betrachtet man diem&dehtsableitungen:

S’é(E)ﬁ(EJrT)

S/%(E+|d)ﬁ>(E+T+ld)
Die Beobachtung (2) folgt, weil in keiner Rechtssatzforra @ailwort Ex auftreten kann. O
Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung B& k)-Eigenschaft mit Hilfe glltigel. R(k)-ltems.

Satz 3.4.3SeiG eine kontextfreie Grammatik. Fur ein zuverlassiges Prafiei It(y) die Menge der
LR(k)-ltems vonG, die fur~ gultig sind.

Die GrammatikG ist genau dann ein& R(k)-Grammatik, wenn fiir alle zuverlassigen Préfixe
und alleLR(k)-ltems[A — «.,z] € It(v) gilt:

1. Gibt es ein weitereB R(k)-ltem [X — ¢.,y] € It(y), dannistr # y.
2. Gibt es ein weitereB R(k)-ltem [X — 0.a83,y] € It(vy), dannistx ¢ first,(af) Ok {y}. O

Satz 3.4.3 gibt Anlass, auch flir> 0 LR(k)-geeignete bzwL R(k)-ungeeignete Mengen von Items
zu definieren. Sel eine Menge vorL R(k)-ltems. Dann haf einenreduce-reduc&onflikt, wenn es
LR(k)-ltems[X — a.,z],[Y — £.,y] € I gibt mitz = y. I hat einershift-reduceKonflikt, wenn es
LR(k)-ltems[X — a.af,x],[Y — v.,y] € I gibt mit

y € {a} O firsty(3) Ok {z}

Fir k = 1 vereinfacht sich diese Bedingung gzu= a.

Die Menge! nennen wirLR(k)-ungeeignet, wenn sie eingaduce-reduceoder einenshift-
reduceKonflikt besitzt. Andernfalls nennen wir sieR(k)-geeignet.

Die LR(k)-Eigenschaft bedeutet, dass man beim Lesen einer Redftssatinen Kandidaten fur
eine Reduktion zusammen mit der anzuwendenden Produktideig mithilfe des dazugehorigen
zuverlassigen Préfixes und denachsten Symbole der Eingabe identifizieren kann. Wennedwgh
alle Kombinationen aus zuverlassigen Prafixen und WorternLdngek tabellieren wollten, hatten
wir Schwierigkeiten, weil es i.A. unendlich viele zuvedigge Prafixe gibt. Analog zu unserem Vorge-
hen beiL R(0)-Grammatiken kénnen wir jedoch einen kanonisciig®(k)-Automaten konstruieren.
Der kanonischd. R(k)-AutomatL R (G) ist ein deterministischer endlicher Automat. Seine Zu¢én
sind Mengen vorL R(k)-Items. Fir jedes zuverlassige Pré&fidtiefert der deterministische endliche
AutomatL Ry (G) die Menge allell R(k)-ltems, die fury glltig sind. Nun hilft uns Satz 3.4.3 weiter.
Wegen Satz 3.4.3 bestimmt fur eihé?(k)-Grammatik die Menge der fuy gultigen L R(k)-ltems zu-
sammen mit der Vorausschau eindeutig, ob im nachsten Sadtitziert werden muss, und wenn ja,
mit welcher Produktion.

So wie derL R(0)-Parser Zustande des kanonisclig®(0)-Automaten kellert, kellert dek R(k)-
Parser Zusténde des kanonisciid®(k)-Automaten. Die Auswahl zwischen verschiedenen méglichen
Aktionen desLR(k)-Parsers wird durch diactionTabelle gesteuert. Diese Tabelle enthalt fiir jede
Kombination von Zustand und Vorausschau einen der folgeadtgrage:

shift: lies das nachste Eingabesymbol;
reducé X — «): reduziere mittels der Produktiol — «;
error: melde Fehler und

accept: melde erfolgreiches Ende des Parserlaufs.

Eine zweite Tabelle, digoto-Tabelle, enthalt die Darstellung der Ubergangsfunkties klinonischen
LR(k)-AutomatenL Ry (G). Sie wird konsultiert, wenn eirghift Aktion oder eingeduceAktion pas-
siert ist, um den neuen aktuellen Zustand oben auf dem Kallberechnen. Bei eineshift bestimmt
sie den Ubergang aus dem aktuellen Zustand unter dem geteSgmbol; bei einer Reduktion mittels
X — a den Ubergang unteX aus dem Zustand unterhalb der Kellerzustande oben auf déem,Kie
Zu«a gehoren.
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Nebenaction- undgoto-Tabelle bendtigt def. R(k)-Parser fur eine Grammatik ein Programm,
welches diese Tabellen interpretiert. Wir betrachten weiiedir den Falk = 1. Zumindest im Prinzip
ist dieser Fall sogar ausreichend, da es zu jeder Spraatdiefés einel R(k)-Grammatik und damit
einenL R(k)-Parser gibt, auch einBR(1)-Grammatik und dementsprechend auch Bij(1)-Parser
konstruiert werden kann. Nehmen wir an, die Menge der Zdstéles. R(1)-Parsers sep. Dann lasst
sich dieses Treiberprogramm implementieren durch:

list(state) stack — [qol;
terminal buffer < scan();
state q; mnonterminal X; string(symbol) «;
while (true) {
q < hd(stack);
switch (action[q, buffer]) {
case shift : stack «— goto[q, buffer] :: stack;
buffer — scan();
break;
case reduce(X — a): output(X — «);
stack — tl(|a|, stack); q < hd(stack);
stack «— goto[q, X| :: stack;

break;
case accept : stack — f::tl(2, stack);
return accept;
case error : output(”...”); goto err;
}

Die Funktionlist(state) tl(int n, list(state) s) liefert die Listes in ihrem zweiten Argument
zurick, von der die oberstenElemente entfernt wurden. Wie bei dem TreiberprogramnLili(1)-
Parser wird im Fehlerfall zu einer Marlegr gesprungen, an der der Code zur Fehlerbehandlung steht.

Wir stellen drei Ansétze vor, wie aus einer kontextfreiea@matikG einenLR(1)-Parser furG
konstruiert werden kann. Das allgemeinste Verfahren istk@amonischd. R(1)-Verfahren. Fir jede
LR(1)-GrammatikG gibt es einen kanonischém?(1)-Parser. Die Anzahl der Zustande dieses Parsers
kann jedoch gegebenenfalls grof3 sein. Deshalb wurdemyacbie Verfahren vorgeschlagen, die mit
den Zustéanden des kanonischeR(0)-Automaten auskommen. Von diesen betrachten wir nur das
SLR(1)-und dasL ALR(1)-Verfahren.

Unser Treiberprogramm fiE R(1)-Parser ist auf alle drei Parsertypen anwendbar: es gilt ein
Menge( von Zustanden sowie eirgetion und einegoto-Tabelle, die das Treiberprogramm des Par-
sers steuern. Die verschiedenen Verfahren unterscheicteriserseits in dem zu Grunde liegenden
deterministischen endlichen Automaten. Das hat untezdtibhe Mengen von Zustéanden zur Folge
und entsprechend unterschiedlido Tabellen. Andererseits wird bei den verschiedenen Vegfah
auch dieaction-Tabelle, d.h. die Vorausschausymbole fur unterschiedligktionen auf unterschiedli-
che Weise berechnet.

Konstruktion eines LR(1)-Parsers

Der LR(1)-Parser basiert auf dem kanoniscHeR(1)-AutomatenL R, (G). Seine Zusténde sind des-
halb Mengen vorL R(1)-Items. Bei der Konstruktion des kanonischeR(1)-Automaten gehen wir
wie bei der Konstruktion des kanonisché(0)-Automaten vor, nur dass wir anstelle vérR(0)-
Items LR(1)-ltems verwenden. Das bedeutet, dass wir beim Abschlugs Bengeq von LR(1)-
Items untee-Ubergangen fir die neu hinzugefiigten Items die Voraussymabole berechnen miissen.
Diese Menge ist die kleinste Losung der Gleichung:

I=qU{[A— 4,y | 3X - adB e P: [X — a.AB,x] € I,y € first;(8) ®1 {z}}
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Sie wird durch die folgende Funktion berechnet:

set(itemy) closure(set(item) q) {
set(itemy) result «— q;
list(item) W « list_of(q);
nonterminal X; string(symbol) «, 8; terminal x,y;
while (W £[) {
itemy i — hd(W); W — tl(W);
switch (i) {
case [ — _ . X[, x]:
forall (a: (X — a) € P)
forall (y € firsty(8) ®1 {z})
if ([X — .«a,y] & result) {
result «— result U {[X — .o, y]};
W —[X — .a,y] = W;

default : break;

}
}

return result;

}

wobeiV die Menge aller Symbol&” = Vi U Viy bezeichnet. Der Anfangszustagdvon LR, (G) ist
gegeben durch:
qo = closure({[S" — .S, #]})

Weiterhin bendtigen wir eine HilfsfunktionextState(), die uns zu einer gegebenen Mengeon
LR;-Items und einem Symbot € V = Vy U Vp den Nachfolgezustand des kanonisctigiy(1)-
Automaten berechnet. Die entsprechende Funktion bei dastiiaktion vonL Ry (G) muss nun um
eine Behandlung der Vorausschausymbole erweitert werden:

set(itemy) nextState(set(itemy) ¢, symbol X) {
set(itemy) ¢’ — 0;
nonterminal A; string(symbol) «,3; terminal ;
forall (A, o, B,z : ([A — a.Xf,2] € q))
q —q U{[A— aX.B,z]}
return closure(q’);

}

Die Menge der Zustande und die Ubergangsrelation des ksetwmil R(1)-Automaten wird analog
zum kanonischeil R(0)-Automaten berechnet. Der Generator geht von dem Anfastezd und ei-
ner leeren Menge von Ubergéngen aus und fiigt so lange Ngelzfmtande und Ubergange hinzu, bis
alle Nachfolgezustéande bereits in der Menge der gefund2ostinde enthalten sind. Die Ubergangs-
funktion des kanonischehR(1)-Automaten liefert diggoto-Tabelle ded.R(1)-Parsers.

Wenden wir uns der Konstruktion daction-Tabelle des. R(1)-Parsers zu. Enthélt ein Zustaqd
des kanonische R(1)-Automaten vollstandigd. R(1)-Items[X — «., ], [Y — f.,y], liegt kein
reduce-reduce&onflikt vor, sofern nuer # y ist. Wenn del R(1)-Parser in dem Zustangist, wird er
die Reduktion auswéahlen, deren Vorausschausymbol dastedeimgabesymbol ist.

Enthalt der Zustand gleichzeitig ein vollstandiges R(1)-ltem [X — «., z] und einLR(1)-ltem
[Y — B.a7v,y], liegt keinshift-reduceKonflikt zwischen ihnen vor, wena # x ist. Im Zustand; wird
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der erzeugte Parser reduzieren, wenn das néchste Eingataayist und lesen, wenn es gleiahist.
Deshalb kann diaction-Tabelle durch die folgende Iteration berechnet werden:

forall (state q) {
forall (terminal x) action|q,x] «— error;
forall ([X — a.f3,7] € q)
if (3=¢)
if (X=8ANa=SAxz=4%#) action[q,#] « accept;
else action|q,x] — reduce(X — «);
elseif (8 =af) action|q,a] — shift;
}

Beispiel 3.4.13Wir betrachten einige Zustande des kanonisch&fl)-Automaten fur die kontext-
freie GrammatikGy. Die Nummerierung der Zustéande ist dieselbe wie in Abbigl@n8. Um eine
Menge S von LR(1)-ltems Ubersichtlicher darzustellen, werden alle Voreligaworter inLR(1)-
Items ausS mit demselben KerfA — «.f] zu einer Vorausschaumenge

L={z|[A— a.p,2] € q}

zusammen gefasst. Die Teilmenffel — «.3,z] | « € L} représentieren wir durcd — «.j3, L].
Damit erhalten wir:

Sy, = closure({[S — .E,{#}]}) Sg = nextState(S], +)

={[S— .E {#}] ={[E— E+.T.{# +}],
E— E+T,{# +}, T — T x F, {#,+,*}],
E— T {#. +}],

[
[
[
[T — T« F,{#,+, *}],
[T — .F, {#,+,+}],
[F— (E), {#, +,*}],
[F— Md, {#,+,x}] }
S = nextState(S), )
={[S— E. {#}],
[E— E.+T{#,+} }

S = nextState(S],T)
={[E—=T. {#+}],
[T —T.x F,{#,+,*}] }

— (E), {#,+, #}],

[
[
[T — .F{#,+,+}],
[F
[F — 1d, {#,+,%}] }

S nextState(S§, 1))
= { [E —E+T, {#a+}]7

[T —T.x F,{#,+,%}] }

Nach der Erweiterung um Vorausschausymbole enthalten ad&8AdeS,, S; und Sy, die LR(0)-
ungeeignet waren, keine Konflikte mehr. In Zustatidvird bei nachstem Eingabesymbplgelesen,
bei# reduziert. In Zustand’, wird bei* gelesen, bej# und+ reduziert; ebenso in Zustar$j.

Die Tabelle 3.6 zeigt die Zeilen dection-Tabelle des kanonischdhR(1)-Parsers fur die Gram-
matik Gy, die zu den Zusténde$y,, S7, S5, S§ undS§ gehoéren. O

SLR(1)-und LALR(1)-Parser

Die Zustandsmengen vadni(1)-Parsern kdnnen eventuell sehr gro3 werden. Deshalb weftléti-
Analyseverfahren eingesetzt, die nicht ganz so méchtay siner mit weniger Zustdnden auskommen.
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Verwendete Nummerierung der Produktionen:

d () = -+ #

S, | s s 1:S—F
Sq s acc 2:E—-E+T
S5 s r(3) r(3) 3:E—T

4: T —-Tx*xF
St | s s 5: 7T —F

6: F— (E)
S5 s r(2) r2) 7:F—Id

Tabelle 3.6. Einige Zeilen deractionTabelle des kanonischeiR(1)-Parsers fliG,. s steht furshift, r(z) far
reducemit Produktion:, accfir den Eintragaccept Alle unbesetzten Eintrége simdror-Eintrage.

Zwei haufig verwendeté R-Analyseverfahren sind di€L R(1)- (simpleLR-) und LALR(1)- (looka-
head L R-) Verfahren. Jede§ L R(1)-Parser ist ein spezielldrAL R(1)-Parser, und jede Grammatik,
die einenL AL R(1)-Parser besitzt, ist einkR(1)-Grammatik.

Anstelle von Mengen voilL R(1)-Items werden beb LR (1)- und LALR(1)-Parsern nur Mengen
kontextfreier ltems als Zustédnde verwendet. Der Ausgamnggmbei der Konstruktion voi$' L R(1)-
und LALR(1)-Parsern ist deshalb der kanonisdhB(0)-Automat LRy(G). Die MengeQ der Zu-
stéande und digoto-Tabelle fir diese Parser stimmen mit der Menge der Zustéandelergoto-Tabelle
des entsprechenddn(0)-Parsers uberein. Um eventuell auftretende Konflikte inZigstdnden aus
@ aufzulésen, wird Vorausschau eingesetzt.gSei() ein Zustand des kanonischéi?(0)-Automaten
und[X — «.f] ein Item inq. Dann bezeichnen wir mit(¢, [X — «.]) die Vorausschaumenge, die
zu dem ItemX — «.f] in ¢ hinzu gefugt wird. DasS L R(1)-Verfahren unterscheidet sich von dem
LALR(1)-Verfahren in der Definition der Funktion

ANQ XTI — gVruls#}

Relativ zu einer solchen Funktionenthalt der Zustand von LR (G) einenreduce-reduce&onflikt,
wenn es verschiedene vollsténdige Itdifis— «.], [Y — 3.] € ¢ gibt mit

Mg, [X —a])N Mg, [Y — 8]) #0

Relativ zu\ enthdltq einenshift-reduceKonflikt, wenn es Item$X — a.af], [Y — v.] € ¢ gibt mit
a€Ng, [Y —~]).

Gibt es in keinem Zustand des kanonischHeR(0)-Automaten einen Konflikt, reichen die Vor-
aussschaumengetiq, [X — «.]) aus, um einaction-Tabelle zu konstruieren.

Bei SLR(1)-Parsern sind die Vorausschaumengen fur Items unabhéangiglen Zusténden, in
denen sie auftreten: die Vorausschau hangt einzig vonrderiSeite der Produktion in dem Item ab:

As(q, [ X — a.f)) ={a € Vp U{#} | S'# == vXaw} = follow; (X)

fur alle Zustdndey mit [X — «a.] € ¢. Einen Zustand; des kanonischef R(0)-Automaten nennen
wir SLR(1)-ungeeignetwenn er bzgl. der Funktions Konflikte enthélt. Gibt es kein&LR(1)-
ungeeigneten Zustande, nennen @ieineSLR(1)-Grammatik

Beispiel 3.4.14Wir betrachten wieder die Grammatik, aus Beispiel 3.4.1. Ihr kanonischeR(0)-
AutomatL Ry (G)) besitzt die ungeeigneten Zustartie S, undSy. Um die Funktiom\g tibersichtlich
darzustellen, erweitern die vollstandigen Items in dert&wen durch di®llow; -Mengen ihrer linken
Seiten. Weilfollow, (S) = {#} undfollow; (E) = {#, +, )} ist, erhalten wir:
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S ={[S— E., {#}], Konflikt beseitigt,
[E— E.+Tl} da + ¢ {#}

S ={[E— T, {#, +,)}, Konflikt beseitigt,
[T —T.«F]} da ¢ {# +)}

Seg ={[E— E+T.,{#,+,)} Konflikt beseitigt,
[T —T.+F]} da ¢ {# +)}

Also ist G eineSLR(1)-Grammatik und besitzt einefiL R(1)-Parser. O

Die Mengefollow; (X ) fasst alle Symbole zusammen, die auf das Nichttermihal Satzformen der
Grammatik folgen kdnnen. Bei der Konstruktion eine5R(1)-Parsers werden alleine diellow; -
Mengen eingesetzt, um Konflikte zu I6sen. In vielen Fallémdieht das jedoch nicht aus. Mehr Kon-
flikte lassen sich 16sen, wenn der Zustand bericksichtigt\in dem das vollstandige ItefX — «.]
auftritt. Die genauest&orausschaumenge, die den Zustand berucksichtigt, istidefdurch:

A (g, [X — a.f]) ={a € Vr U{#}|S'# %vXaw/\ A& (qo,ya) = q}

Dabei istqy der Anfangszustand und. die Ubergangsfunktion des kanonischeR(0)-Automaten
LRy(G). In A(q, [X — «.]) sind nur die Terminalsymbole enthalten, die &lin einer Rechtssatz-
form 8 X aw folgen kdnnen, sodagky den kanonischeh R(0)-Automaten in den Zustangiberfiihrt.

Wir nennen einen Zustangdes kanonischeh R(0)-AutomatenL AL R(1)-ungeeignetwenn er
bzgl. der Funktion\;, Konflikte enthélt. Die Grammatiks ist eine LALR(1)-Grammatik, wenn der
kanonischel R(0)-Automat keineL AL R(1)-ungeeigneten Zustande besitzt.

Zu einerLALR(1)-Grammatik gibt es also stets einBrl LR (1)-Parser. Die Definition der Funkti-
on Ay, ist jedoch nicht konstruktiv, da in ihr Mengen von Rechtgi&atmen auftreten, die i.A. unendlich
sind. Die Mengen\;, (¢, [A — «.(]) lassen sich jedoch als kleinste Losung des folgenden Giegd:
systems charakterisieren:

AL(qo, [S" — .S]) = {#}
A(q,[A — aX.0]) = UfAL(p, [A — a.X0)) | Aa(p, X) =q}, X e (VrUWy)
AL(g, [A —a]) = U{firsti(8) ©1 Ar(g, [X — 7.AB]) | [X —~.AB] € ¢'}

Das Gleichungssystem gibt an, wie die Mengen von Nachfglgbslen von Items in Zustanden zu-
stande kommen. Die erste Gleichung gibt an, dass hinter derns@nbolS’ nur# kommen kann. Die
zweite Klasse von Gleichungen beschreibt, dass die Faigesle eines Itemg4d — o X.3] in einem
Zustand; sich aus den Folgesymbolen hinter dem Ifem— «. X ] in Zustdéndem ergeben, aus denen
man unter Lesen voX nachg gelangen kann. Die dritte Klasse von Gleichungen formelisilass die
Folgesymbole eines Itenid — .a] in einem Zustand sich ergeben aus den Folgesymbolen Von
kommervon A in ltems ausg; hinter dem Punkt, d.h. aus den Mendiest; (3) ©1 AL (¢, [X — v.A40])
fur ltems[X — ~.Af]in q.

Auf das Gleichungssystem fur die Menggp(q,[A — «.8]) uber dem endlichen Teilmengen-
verband2"7U{#} st das iterative Verfahren zur Berechnung kleinster Lgsumanwendbar. Indem
wir berticksichtigen, welche Nichtterminateproduzieren, kénnen allerdings die Vorkommen tler
Konkatenation durch Vereinigungen ersetzt werden. Wiakeh so ein aquivalentes reines Vereini-
gungsproblem, dessen Losung sich mit dem schnellen Verfiedus Abschnitt 3.2.7 [6sen lasst.

Beispiel 3.4.15Die folgende Grammatik aus [ASU86] beschreibt eine Veeghting der C-Wertzu-
weisung:

S - S
S — L=R|R
L — *R|Id

R — L
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Diese Grammatik ist keiné LR(1)-Grammatik, aber einé AL R(1)-Grammatik. Die Zusténde des
kanonischerl R(0)-Automaten sind gegeben durch:

So = { [5" = .5, So={[S—L.=R], S¢={[S—L=.R]
[S — .L =R] [R— L]} R — .I),
[S — .R], [L — .xR],
[L — . xR, {s—=Rr]} (L — 1d] }
[L — .Id], L— «.R]
R—.L] } {{RH.L],] St={[L— *R] }
_ N [L —.xR], Ss={[R— L]}
A=t =51 (L — 1d] }

Ss={[L—1d]}

Der ZustandS, ist der einzigeL R(0)-ungeeignete Zustand. Es gitillow; (R) = {#,=}. Diese
Vorausschaumenge fiir das It¢f — L.] reicht nicht, um deshift-reduceKonflikt in S, zu I6sen, da
das néchste zu lesende Symboin der Vorausschaumenge enthalten ist. Folglich ist diev@natik
keineSLR(1)-Grammatik.

Die Grammatik ist jedoch einB AL R(1)-Grammatik. Das Ubergangsdiagramm ihfe$L R(1)-
Parsers zeigt Abbildung 3.20. Der Ubersichtlichkeit haliserden die Vorausschaumengei(q, [A —
a.f]) direktan dem ltemiA — «.(] des Zustandgvermerkt. Im Zustan@, besitzt das Iltemik — L]
nun die Vorausschaumeng# }. Weil diese Menge das néchste zu lesende Symhatht enthalt, ist
der Konflikt gelést. O

3.4.4 Fehlerbehandlung inL R-Parsern

L R-Parser besitzen ebenso wid.-Parser die Eigenschaft des fortsetzungsfahigen Prafbasbe-
deutet, dass jedes durch eineR-Parser fehlerfrei analysierte Prafix der Eingabe zu einemekten
Eingabewort, einem Satz der Sprache, fortgesetzt werdem Kaifft ein L R-Parser in einer Konfigu-
ration auf ein Eingabesymbal mit action[q,a] = error , ist dies die friihestmogliche Situation, in
der ein Fehler entdeckt werden kann. Diese Konfiguratiomeenvir Fehlerkonfiguratiorund ¢ den
Fehlerzustandlieser Konfiguration. Auch fiE R-Parser gibt es ein Spektrum von Fehlerbehandlungs-
verfahren:

o \orwartsfehlerbehandlung. Modifikationen werden in destliehen Eingabe, nicht aber auf dem
Parserkeller vorgenommen.
e Ruckwartsfehlerbehandlung. Modifikationen werden audldam Parserkeller vorgenommen.

Nehmen wir ang sei der aktuelle Zustand unddas nachste Symbol in der Eingabe. Als mégliche
Korrekturen bieten sich die Aktionen ein verallgemeinestaft(3a) fir ein Item[A — «.Bav] ausg,
einreducefur unvollstdndige Items ausoderskipan:

e Die Korrekturshift(5a) nimmt an, dass das Teilwort ziiausgefallen ist. Es kellert deshalb die
Zustande, die der Item-Kellerautomat bei Lesen der Syrolg#fs von ¢ aus durchlauft. Anschlie-
Rend wird das Symbal gelesen und der entsprechestiét-Ubergang des Parsers ausgefiihrt.

e Die Korrekturreducé A — «.3) nimmt an, dass das Teilwort, das Zugehort, fehlt. Deshalb
werden|«/| viele Zusténde vom Keller entfernt. Seder Zustand, der danach oben auf dem Keller
liegt. Dann wird der Zustand gekellert, der sich ausid A gemanR degoto-Tabelle ergibt.

e Die Korrekturskipfahrt mit dem nachsten Symbalin der Eingabe fort.

Eine einfache Standardfehlerbehandlung kdnnte so ausdgbbmen wir an, es gebe keinen korrekten
Ubergang untes. Enthalt der aktuelle Zustand ein Ited — «.(3a], kdnnte versucht werden, mit
Lesen voru wiederaufzusetzen. Als Korrektur wird dashift(Sa) ausgefihrt. Tritt das Symbol in kei-
ner rechten Seite eines Items agusuf, aber als Vorausschau eines nichtvollstéandigen Jtem «. ]
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S
~ NS |G
S — L= R {#}] S,
§_> .R,]_{a#}i R
I : :|>(X:<|, ’:_7}?%}]*» [S — R., {#}]
R— L, i#}# .
s 1t s ” Ji — #1]
g:]ﬂ,z{aﬁ]{#}] L~ id {=#)] - f: ﬁ]-{a:_jﬁ 1
¢ L — .d, {’:, #}
S - Id *
e R {#H— S /57 ¢ i
i i'd*,é?%g%}] — | [[R= Lo (= 4] L — R {= 4]

Abb. 3.20. Ubergangsdiagramm désA L R(1)-Parsers fir die Grammatik aus Beispiel 3.4.15.

in ¢, dann kdnnte als Korrektueducé A — «.3) ausgefihrt werden. Sind inmehrere solcher Kor-
rekturen moglich, wird einplausibleKorrektur ausgewahlt. Plausibel kdnnte etwa sein, die &xjgar
shift(8a) bzw.reducé A — «.3) auszuwahlen, bei das fehlende Teilwé@am kiirzesten ist. Ist weder
eineshift- noch eineeduceKorrektur méglich, wird die Korrektuskipangewendet.

Beispiel 3.4.16Betrachten Sie die Grammatik, mit den Produktionen

EFE—-FE+T T —-TxF F — (E)
E—T T— F F—Id

fur die wir in Beispiel 3.4.5 den kanonisché?(0)-Automaten konstruiert haben. Als Eingabe wéhlen
wir

(I1d+ )

Nach Lesen des Prafix¢td + enthalt der Keller eine$' LR(1)-Parsers die Folge der Zustande
S05458S6, die dem zuverlassigen Prafix + entspricht. Der aktuelle Zustarf} besteht aus den
Iltems:

F— (E)] }

Weil wir einenSLR(1)-Parser betrachten, sind die Vorausschaumengen der ltefigéweils gege-
ben durch didollow;-Mengen der linken Seiten, d.h.
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B bs_|
E — E+ .T]|+,)
T—>.F] %+, )

F — 1d] * 4, )
F — (E)] x4, )

Lesen von) im ZustandSg liefert den Werterror. Es gibt jedoch inSg unvollstéandige Items mit Vor-
ausschay. Deshalb wird eines dieser Items zur Reduktion verwendazulkommt etwa das Item
[E — E + .T]in Frage. Die Reduktion liefert als neuen Kellerinh#&jt5,Ss, daSs der Nachfolgezu-
stand vonS, unter Lesen der linken Seifé ist. In Sy kann dann eishift Ubergang unter Lesen von
erfolgen. Dies liefert den neuen Zustasid auf dem Keller. In einer Folge von Reduktionen wird nun
der Endzustand erreicht. O

Diese Fehlerbehandlung ist eine reine Vorwartsbehandiegwird in &hnlicher Form etwa von dem
Parsergenerator CUP fush angeboten.

Die Ein-Fehler-Hypothese

Im Folgenden stellen wir ein verfeinertes Verfahren vos das den Parsertabellen eine Fehlerbehand-
lung erzeugt, dabei aber annimmt, dass das Programmvesentlichersyntaktisch korrekt ist und
deshalb nur minimal abgeéandert werden muss. Das Verfateteregpenfalls vorwarts Uber die Einga-
be. Im Fehlerfall versucht es, die Eingabe nach Moglichkeitan einer einzigen Stelle abzuéndern.
Das nennen wir di€in-Fehler-Hypothese/orberechnete Informationen wird eingesetzt, um effizien
zu entscheiden, wie der Fehler in der Eingabe korrigiertierisollte.

Eine Konfiguration ded.R-Parsers notieren wir alsoq, a; . . . a,,), wobeipq der Kellerinhalt ist
mit aktuellem Zustang, und die restliche Eingahbg . . . a,,. Das verfeinerte Verfahren versucht, zu je-
der Fehlerkonfiguratiofipg, a; . . . a,,) einepassend&onfiguration zu finden, in der eine Fortsetzung
der Analyse durch Lesen mindestens eines weiteren Eingathbeds moglich ist. Eine Konfiguration
passtzu der Fehlerkonfiguration, wenn sie durch méglichst wer@gdiderungen aus der Fehlerkonfi-
guration hervorgeht. Mit der Annahme dain-Fehler-Hypothesschranken wir die zugelassenen Ver-
anderungen drastisch ein. Die ein-Fehler-Hypothese hedags der Fehler an der gegebenen Stelle
durchein fehlendesein tberflissiges odegin falsches Symbol an der Fehlerstelle verursacht wurde.
Der Fehlerbehandlungsalgorithmus verfugt deshalb Glber@peration fur das Einsetzen, eine Opera-
tion flr das Léschen und eine Operation fir das ErsetmeesSymbols.

Sei(yq, a; . .. a,) eine Fehlerkonfiguration. Das Ziel der Fehlerkorrekturemer der drei Opera-
tionen lasst sich wie folgt beschreiben:

Léschen: Finde Kellerinhalteo’p mit
(pq, @iv1 ... an) F (@'p,ais1-..an) und action[p,a; 1] = shift
Ersetzen: Finde ein Symbok und Kellerinhaltey’p mit
(©q,aai41 ... an) F (@D ais1...a,) und actionp,aiy1] = shift
Einfigen: Finde ein Symbok und Kellerinhaltey’p mit
(¢q,aa; . ..a,) F (¢'pya;...a,) und action(p,a;] = shift

Die gesuchten Kellerinhaltg’p kdnnen sich dadurch ergeben, dass unter dem jeweils neabstea
Eingabesymbol Reduktionen mdglich sind, die in der Felalefiguration nicht moglich waren. Eine
wichtige Eigenschaft der drei Operationen ist, dass si@eiminierung des Fehlerbehandlungsverfah-
ren garantieren: jeder der drei Schritte stellt im Erfaddjsien Lesezeiger um mindestens ein Symbol
weiter.
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Fehlerbehandlungsmethoden mit Zuriicksetzen erlaubeéitztieh, eine zuletzt angewandte Pro-
duktion der FormX — oY rickgangig zu machen unda; . . . a,, als Eingabe zu betrachten, wenn die
anderen Korrekturversuche gescheitert sind.

Ein naives Verfahren wird die verschiedenen Mdglichkeéarer Fehlerkorrektur dynamisch, d.h.
wahrend des Parserlaufs durchsuchen, bis eine geeignetekko gefunden ist. Das Uberpriifen ei-
ner Moglichkeit verlangt eventuell, eine Reihe Reduktimdarchzufuhren, gefolgt von einem Test, ob
man ein Symbol lesen kann. Bei Misserfolg ist dann die F&blgiguration wiederherzustellen und
die nachste Moglichkeit auszprobieren. Die Suche nachicl@igen Abanderung eines Symbols kann
damit sehr teuer sein. Deshalb interessieren wir ungditverechnungerdie man bereits zur Generie-
rungszeit des Parsers durchfiihren kann, um Sackgasseertbaierkorrektur schneller zu erkennen.
Sei(yq, a; .. . ayn) wieder die Fehlerkonfiguration. Betrachten wir dasfliigeneines Symbols € V.
Die Fehlerbehandlung kann aus der folgenden Sequenz vaiit8clbestehen (siehe Abbildung 3.21
(a):

(1) eine Folge von Reduktionen unter Vorausschausympgéfolgt von
(2) einer Leseaktion bezuglieh gefolgt von
(3) einer Folge von Reduktionen unter Vorausschausympol

Eine Vorberechnung ermdglicht es, viele Symbeleon vornherein auszuschlie3en, weil es keine
Teilfolgen fur (1) oder (3) geben kann. Dazu berechnen wirdiéden Zustand und jedes: € Vr

die MengeSucdcgq, a) mdglicherReduktionsnachfolgemon ¢ untera berechnet. Die MengBucgq, a)
enthalt den Zustang zusammen mit allen Zustanden, in die der Parseralsch Reduktionen unter
Vorausschaw kommen kann. Die Meng8ucdg, a) ist die kleinste Menge)’ mit den folgenden
Eigenschaften:

e geQ]
e seiq’ € Q' und enthalte; ein vollstandiges Item zu einer Produktidh— X; ... X}. Dann ist
auchgotdp, 4] € Q' fiir jeden Zustang mit

gOIq : gOqu7 Xl] s 7Xk] =4q

Mit Hilfe der MengeSucdq, a) 18sst sich die Meng&h(q, a) aller Zustdnde definieren, die von Re-
duktionsnachfolgern vog untera durch einershiftUbergang fiii erreicht werden kann:

Sh(q,a) = {gotdq’, a] | ¢’ € Sucgq,a)}

@@ @@ @)=
Red. Red. Red. Red. Red.
<> ; <> Qg1
() (b) (©)

Abb. 3.21. SchlieRen der Briicke bei der Fehlerkorrektur, (a) beimigjah, (b) beim Ersetzen, (c) beim Loschen
eines Symbols.

Mit Hilfe der MengenSh(q’,a’) fur alle Zustande;’ und Terminalsymbole wird nun die Menge
aller Zusténde definiert, die sich aus den Zustandethify, ) durch Reduktionen mit Vorausschau
ergeben, gefolgt von einer Leseoperationdjir

Sh(qa a, ai) = U{Sh(qlv ai) | q/ € Sh(qa a)}
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Eine Korrektur mittels Einfligen eines Symbalsst vielversprechend, wenn die Men§é(q, a, a;)
nichtleer ist. Das Terminalsymbalist ein Kandidat zum Schliel3en der Briicke in der Fehlerkaoinig
tion. Soll die Vorberechnung weitergetrieben werden, Kéinalen Zustand und das Terminalsymbol
a; die Menge

Bridge(q. a;) = {a € Vi | Sh(q,a.a;) # 0}

aller Kandidaten berechnet werden, die zur Fehlerkorrekitch Einfigen in Betracht kommen.
Beispiel 3.4.17Wir betrachten die Grammatik aus Beispiel 3.4.15 mit deAT R(1)-Parser aus Ab-

bildung 3.20. Die Reduktionsnachfolg&tcc(q, a) von g untera, die MengenSh(q, a) und die Men-
genBridge(q, a) fur a € {=, *,1d} ergeben sich zu:

Suce(g, a) : Sh(q,a) : Bridge(q, a) :
q = x| Id qll=1=*1Id q |l =| *|Id
Soll  So | Sol| So So S4| S5 Soll Id] =| =
S|l St | S1| S S1 St
Sa|| Sz | S2| S2 Sa|| Se So ==
Ss|| Ss | S3| S3 S3 S3
Sall Si | Sa| Sy S4 S4| S5 Sall Id] = =
Ss|| S2, 55| S5| S5 S5 || Se Ss =|=
Ssll Se | Se| S Se S4| S5 Sell Id] *| =
S7|| S2,S7| S7| S7 S7|| Se S7 =|=
Ss|| S2, 58| Ss| Ss Ss|| Se Ss
So|| SS9 |So|Sy Sg Sg

Betrachten wir, welche Fehlerkorrekturen unsere Vorliereng vorschlagen wirde.

Eingabe Fehlerkonfiguration| Briicke Korrektur

« = Id# (SoSs,=1d #) Bridge(Ss4, =) = {Id} | Einfligen vonld

Id == Id# | (S0S2S56,= Id#) | Bridge(Se,Id) = {*} | Ersetzen von=
durch=

Ein Beispiel fur eine Loschkorrektur ist:

Eingabe Fehlerkonfiguration| Briicke Korrektur
Idid = Id# | (So0Ss,Id = Id#) | ShS5,=) # 0 | Léschen vorid

a

Auf der Basis der vorberechneten Mengen kann ebenfallseffigine ein-Symbokrsetzungskorrektur
versucht werden. Der einzige Unterschied ist, dass Symdnmd@ridge(q, a;+1) betrachtet werden
mussen (siehe Abbildung 3.21 (b)).

Analoge Uberlegungen liefern uns einen Test, ob eine em®yLoschkorrekturverninftig ist.
Das Loschen eines Symbolswird zur Fehlerbehandlung in Betracht gezogen, wenn diedden
SHg, a;+1) nichtleer ist (siehe Abbildung 3.21 (c)). Fur jede Kombioataus einem Zustang und
einem Symbok lasst sich vorberechnen, ob es einen solchen Zugiagitt. Tabelliert man dieses
Préadikat, lasst sich der Test durch einfaches Nachschiaggamentieren.

Einen Sonderfall haben wir bisher ignoriert, nAmlich K&tueen bei erschopfter Eingabe. Da das
Endesymbo## nie gelesen wird, sind Loschaktionen und oder Ersetzutigsega nicht mdglich. Hier
bleiben nur Einsetzungskorrekturen tbrig.

Die Einsetzung eines Terminalsymbalsst sinnvoll, wenn nach eventuellen Reduktionen aus
untera ein Zustanc erreicht wird, aus dem nach Lesen vorin Zustand’ erreicht wird, aus dem
wiederum unter# Reduktionen iracceptKonfigurationen moglich sind. Dazu kann fur jeden Zustand
q die MengeAcdq) vorberechnetwerden, die alle Terminalsymbole enthé@tddzu in Frage kommen.
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Sei(yq, a; . .. a,) wieder die Fehlerkonfiguration. Eine optimierte Fehledretiung kann nun so
beschrieben werden:
Versuch zu ldschen:  Ist Shq, ait+1) # 0, danntesté g, ait1 ... an);
Versuch zu ersetzen: Gibt es eina € Bridge(q, ai+1), danntestéypq, aait+1 . . . an);
Versuch einzusetzen: Gibt es eina € Bridge(q, a;), danntesté g, aa;a;i+1 . .. an).

In der Prozedutestewird das Parsen nach dem Korrekturversuch fortgesetztl téir Rest der Eingabe
erfolgreich abgearbeitet, ist der Korrekturversuch ggém Schléagt der Versuch, erfolgreich den Rest
der Eingabe zu verarbeiten, jedoch fehl, kann der Parseneimiteren Fehler annehmen und erneut
eine Fehlerkorrektur versuchen.

In einer ambitionierteren Implementierung wird der Parserh Scheitern eines Korrekturversuchs
an die Fehlerstelle zurtickkehren und einen weiteren Kaure@rschlag testen. Schlagen samtliche
Korrekturvorschlage fehl, wird ein besondendolgreicherKorrekturversuch ausgewahlt und in der
dabei erreichten Konfiguration erneut eine Fehlerkormkttsucht. Als Mal3 fur den Erfolg einer Kor-
rektur kénnte etwa die Lange der danach fehlerfrei konstierieEingabe dienen. Beachten Sie, dass
sich der Parser in diesem Fall nur jeweils einen erfolgaaat bisher unternommenen Korrekturver-
such merken muss.

Die Vorwartsbewegung

Unsere Vorberechnungen haben die Anzahl der zu Gberpréifearrrekturvorschlage deutlich einge-
schrénkt. Nichtsdestoweniger kann es mehrere Moglichkeaitir Korrektur geben. In dem Fall kann
es sich lohnen, eine Teilberechnung heraus zu faktorisielie von samtlichen Korrekturversuchen
durchgefiihrt wird. Eine solche Teilberechnung ist eifoewartsbewegungdie allen Versuchen ge-
meinsam ist. Um eine solche Vorwartsbewegung zu identiémiestarten wir nicht mit einem spezifi-
schen Kellerinhalt, sondern betrachten samtliche Zustdndienen das Zeichen, ; gelesen werden
kann. Dann wird versucht, ein moglichst langes Préfixoan . . . a,, zu reduzieren. Die Konfiguratio-
nen bestehen dabei aus Folgen Wengenvon Zustandeid) in einem Fehlerkeller und der jeweiligen
restlichen Eingabe. Ist der Parser in der Menge von Zusté@dieei nachstem Eingabesymhglso
macht er fur alley € @ alle Nichtfehler-Ubergange geméagtionq, a], wenn entweder allghiftliefern
oder allereducé X — «) mit der gleichen ProduktioX — « und der Fehlerkeller nicht kiirzer gts|
ist. Die Vorwartsbewegung stoppt,

wenn fir alleg € @ actiong, a] = error gilt: dann liegt eirzweiterFehler vor;

wenn dieactionTabelle fir@Q unda mehr als eine Aktion angibt;

wenn sie die einzige Aktioacceptangibt: dann ist das Parsen beendet; oder

wenn sie eine Reduktion verlangt, wobei die Lange der recBte groRer als die Tiefe des
Fehlerkellers ist: das wirde zu eiriReduktion tber die Fehlerstelténaus fuhren.

Als Ergebnis gibt die Vorwartsbewegung das Werturiick, zu dem sie das bis dahin gelesene Préafix
ai+1 - . - aj reduziert hat, gefolgt von der restlichen Eingale; .. . a,,. Beachten Sie, dass das Wert

oft sehr viel kiirzer sein wird als das Teilwait,; ... ay. In der Eingabe fir die Aufrufe der Prozedur
testekann dann das Teilword; .1 . ..a, durch~y agy; ...a, ersetzt werden, wobei der Parser ein
NichtterminalA in der Eingabe stets wie eghiftdes Symbolsi behandelt.

Falsche Reduktionen inSLR(1)- und LALR(1)-Parsern

KanonischeLR(1)-Parser entdecken Fehler zum frihestmdglichen Zeitpwsiktjesen weder ein
Symbol Uber die Fehlerstelle hinaus, noch reduzieren dier @inem falschen Vorausschausymbol.
SLR(1)-und LALR(1)-Parser lesen zwar auch nie ein Symbol Uber die Fehlersii@iais, machen
wegen der weniger differenzierten Vorausschaumengerfeeeentuell noch Reduktionen, bevor sie
bei einemshift-Zustand den Fehler entdecken. Dazu legt man einen z$inliKeller an, auf dem
man alle seit dem jeweils letzten Lesen durchgefihrten Réxhen speichert. Dieser Keller wird bei
einer Leseaktion wieder geleert. Im Fehlerfall werden @ikeedjerten Reduktionen in umgekehrter Rei-
henfolge wieder riickgangig gemacht.



